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LECONS

DE

MECANIQUE CELESTE.

CHAPITRE XXIV.

GENERALITES SUR LA THEORIE DE LA LUNE.

311. La théorie de la Lune doit éire exposée en deux parties;
dans la premiére partie, on cherche quel serait le mouvement de la
Lune, si la Lune, le Soleil et la Terre existaient seuls el étaien,
réduits & des points malériels; dans la seconde partie, on cherche
comment ce mouvement est troublé par I'attraction des planétes et
par l'influence de I'aplatissement terrestre.

La premiére partie n’est donc qu’un cas particulier du probléme
des trois corps, et la difficulté ne provient que de la grandeur rela-
tivement considérable des perturbations produites. Le rapport de
la force perturbatrice 4 I'attraction du corps central est, comme
nous I’avons vu au Chapitre II (p. 57), de l’ordre de

m, fAG\3

e (52
my étant la masse du corps troublant, m, celle du corps central
AG et BG les distances mutuelles des trois corps. Ce rapport est
le produit de deux facteurs dont I'un est le rapport des masses et
I'autre le cube du rapport des distances. Dans le cas des planétes,
le premier facteur est trés petit, et le second fini; dans le cas de la
Lune, au contraire, le premier facteur est grand et le second trés

-petit. Il en résulte que le produit des deux facteurs est petit sans
P. —II (2). x
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doute, sans quoi le probleme ne pourrail se résoudre par approxi-
mations successives, mais beaucoup moins petit que dans le cas
des planétes, de sorte que ’approximation est beaucoup plus
lente.

La difficulté et I'importance du probléme ont amené un grand
nombre de géometres & s’en occuper et I'étude de leurs recherches
est extrémement intéressante au point de vue historique; on en
lira avec profit 'exposé dans le Tome Il de la Mécanique céleste,
de Tisserand. Mais aujourd’hui on peut dire qu'iln’y a plus que
trois méthodes qui comptent : celle de Hansen, celle de Delaunay
et celle de Hill-Brown.

Celle de Hansen est celle qui a servi & construire les Tables
actuellement en usage. Ces Tables sont d'une exactitude remar-
quable et, si elles s'écartent des observations, les divergences ne
sont pas dues 3 un défaut de la méthode (au moins tant qu’on ne
considére que le Soleil, la Terre et la Lune), puisque les autres
méthodes, plus satisfaisantes au point de vue théorique, semblent
devoir conduire aux mémes divergences, mais 4 l'omission de
quelque terme provenant de 'action des planétes ou a quelque
cause inconnue. Cette méthode est toutefois trés compliquée et je
renonce & l'exposer ici, renvoyant soit aux Ouvrages originaux de
Hansen, soit au résumé qu’on trouvera au Chapitre XVII du
Tome III de Tisserand. Le succés de Hansen parait dd surtout a
son habileté et  sa patience personnelles, et aussi & ce fait qu'il a
cherché directement les valeurs numériques des coefficients sans
passer par une expression algébrique od les constantes seraient
représentées par des lettres.

Delaunay a fait tout le contraire, tous ses coefficients sont
exprimés par des séries ol figurent les différentes constantes du
mouvement de la Lune et dont les coefficients sonL des nombres
rationnels exactement déterminés. Ces formules sont donc appli-
cables, non seulement & Ja Lune, mais 4 un satellite quelconque
(en le supposant unique). 1l suffirait d’y substituer, au lieu des
constantes relatives & la Lune, celles qui se rapporteraient & ce
satellite. I1 serait aisé également de voir immédiatement quelle
serait I'influence d’une correction apportée 4 1'un des éléments de
la Lune. La détermination des nombres rationnels qui servent de
coefficients a exigé un travail énorme; si M. Andoyer a découvert
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quelques erreurs, c’est seulement dans les termes d’ordre trés
élevé, et qui n’entrent pas en ligne de compte avec I'approxima-
tion habituelle des Tables. Ce travail algébrique est resté long-
temps inutilisé et c’est seulement tout derniérement qu’il a été
réduit en nombres.

Brown a pris une position intermédiaire. Ses coefficients ne
sont ni purement numériques comme ceux de Hansen, ni pure-
ment analytiques comme ceux de Delaunay. lls se présentent sous
forme de séries procédant suivant les puissances des divers élé-
ments, le rapport des moyens mouvements excepté; les coeffi-
cients de ces séries sont calculés numériquement, mais ces coeffi-
cients ne sont plus des nombres rationnels, ce sont des fonctions
du rapport des moyens mouvements, qu'on pourrait également
développer en séries, mais dont on se borne 4 déterminer la valeur
numérique. Comme, d’autre part. la méthode de Brown était
beaucoup plus directe que les autres, il a pu pousser 'approxima-
tion beaucoup plus loin que ses devanciers.

La méthode que nous exposerons ici est celle de Brown avec
quelques modifications; c’est elle, en effet, qui nous permet le
mieux d’utiliser les résultats obtenus dans le Tome 1 et de ratla-
cher ainsi la théorie de la Lune & la théorie générale du probleme
des trois corps.

312. Nous adopterons les notations du Chapitre II, Tome I, et
nous renverrons en particulier au n° 42. Nous désignerons donc
par

m;= mas= m3; la masse de la Lune,
m,= ms=m; la masse du Soleil,
my= mg=m, la masse de la Terre;

par
xy, @2, 3 les coordonnées de la Lune,

x,, 3, e les coordonnées du Soleil,
27, %3, %9 les coordonnées de la Terre;

par A, B, G les positions des trois corps : Lune, Soleil, Terre,
par D le centre de gravité du systéme Lune, Terre; par

xy, @,, 3 les trois projections du vecteur AC,
z, 2%, x » BD.
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=

Nous poserons

mym- my(mqy=4+ mq)
my=my=my= mp = mhy=mjy = ————,
2 my 4+ ms My~ My, =+ Ny
1
’o ,nldxz
Fe tdt?
) ' 19 /3 A r9
! 2 2 ' 1 A 2 2
mem L(ZE L2 L2, qo (282828,
2\ m} my | mhy 2 A m m’

de sorte que T représente la force vive de la Lune dans son mou-
vement relatif par rapport & la Terre, en lui attribuant fictivement
la masse n?,, tandis que T représente la force vive du Soleil dans
son mouvement relatif par rapport au point D, en lui attribuant
fictivement la masse n?,.

Nous poserons en outre (voir t. I, p. 53)

T myms IS m;(m,-ﬁ—m-,)
Ui=—=3%5 Ue= — BD !

N

U3= m1m5<§ﬁ - Klﬁ) -‘,—m:,ﬁ'l-;(—Bl—D —_ B_[G)’

F=T1+T2+U1+U2+ U3=¢0+m’1¢1 (1)1
¢°= Tg""" Ug, m'l<1>l= T1+ U1+ U;.

Nous avons vu que U, est comparable au 7 de T et de U, et

au prasors de T2 et de U, ce qui nous permet de négliger U,

devant @,.

313. Les équations du mouvement prennent la forme canonique

W dof dF = dyi__ dF
dt " dyl’ at — dw

Si nous faisons /=4, 3, 6, nous voyons que les dérivées de

(*) Je tronve plus avantageux de poser

F=&-+me,
yl = mfl.},v

au lieu de
F=&,+m®,
y'=nmy"

comme au Tome L.
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T+ U, sont nulles, que celles de U, sont négligeables devant
celles de ®,, de sorte qu'il reste

dr,

add,
(2) dt T dy

rd

dy,

dy, d®, ., .
& ST T (i=4,35,6),
ce qui prouve que le mouvement du Soleil par rapport au point D
peut étre regardé comme képlérien.

Si nous faisons /=1, 2, 3, les dérivées de @, sont nulles et il
reste

éﬁ: , d® d}’;‘ _ , d®y

(3) 7 _mld__y," W—_ml_d—z-_ﬁ (i=1, 2, 3).

Les seconds membres des équations (3) dépendent encore
de ', x}, ) ; mais ces quantités étant déterminées par les équa-
tions (2) peuvent étre regardées comme des fonctions connues du
temps. Si on les remplace alors par leurs valeurs en fonctions du
temps, les équations (3) se présentent sous la forme canonique,
mais de telle facon que la fonction caractéristique ®, dépende
explicitement du temps (comme au n° {2).

D’autre part, si I'on veut éviter la présence du petit facteur m;,,
il suffit de poser comme au n’ 121 (t. I, p. 162) :

yi=mhy, (i=1,2,3).
Les équations (3) restent canoniques et deviennent

dri _de,  dyl__ dw

(3 bis) dt —ma 4t dxi'

314. 11 faut maintenant appliquer les principes des Chapitres X
et XII. Les résultats en ‘ont été résumés en particulier au n® 177.
On y voit que les éléments osculateurs peuvent étre développés
suivant les puissances de w et des expressions

(% E/ coswy, E; sin w},

survant les cosinus et les sinus des multiples des arguments ", les
coefficients des développements dépendant encore de » constantes
d’intégration W; (s’il y a n 41 corps).

Les E sont des constantes d’intégration de I'ordre des excentri-
cités et des inclinaisons. Les arguments &' et w' varient propor-
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tionnellement au temps, et 'on a
’ ’ ! U ’
Wwh = — (Lt + T, w, = n,t + wi;;

les w et les m’ sont des constantes d’intégration; les n’ et les ' sont
des constantes développables (¢f. n® 179) suivant les puissances

de 11 et des E=.
Nous avons vu ensuite au n° 192 que les coordonnées héliocen-

triques (ici géocentriques), c'est-a-dire z|, z,, 5, sont dévelop-
pables de la méme maniére, et qu’il en est encore de méme de )7,
2%, »%. Les développements prennent d’ailleurs la forme (¢f t. I,
p- 327)

~ cos —r Z A
(5) POES 16100 (Z"“’ + P,

les g, les k et les p étant des entiers et 'on a

(6) 2k—2p=o

dans les développements de x, 2, 27, 7~

(7) 2k—2p=x

Vs ¥ ¥ (ef- no 116, 162, 187

dans ceux de z, #,, &, 5, ¥,
et 192, p. 328).

Nous n’avons que des cosinus dans les développements de
Z"“ xfn x’&n x’ov .}”21 's~
Nous n’avons au contraire que des sinus dans ceux de
x{).: ‘z".rn Fis Y, .y,-'n .7:1
(c¢f. n° 190 et aussi n" 192). .

Le nombre des arguments ' est de 4; celui des arguments o
de 2 (n* 193). Mais I'un des moyens mouvements v, est nul et ),
se réduit & une constante. Si d'ailleurs on prend le plan invariable
pour plan des z,x,, on a E;= o0,.de sorte que I'argument ¢/, ne
figure plus dans les développements et qu’il ne reste plus que
cing arguments :

Wi, wi,
(8.) M “”2? Wlé:
ws.
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Une nouvelle simplification provient de ce fait que la masse de
la Lune étant trés petite, le mouvement du Soleil par rapport au
point D peut étre regardé comme képlérien. Le plan invariable
que nous avons pris pour plan des z;z, n’est alors autre chose
que le plan de Dorbite solaire. D’autre part &, qui n'est autre
chose, au signe prés, que la longitude du périhélie de I'orbite
solaire képlérienne, se réduit 4 une constante, et il ne nous reste
plus que quatre arguments distincts : w'), o), &, o},, dont il est
aisé d’apercevoir la signification : o est la longitude moyenne de
la Lune, je ne veux pas dire la longitude moyenne sur I'orbite
osculatrice, mais pour ainsi dire la longitude moyenne moyenne;
o', c’est la longitude moyenne du Soleil; — o', c’est la longitude
moyenne du périgée lunaire; — w,, c’est la longitude moyenne du
nceud.

De méme E, est une constante qui joue un rdle analogue &
I'excentricité lunaire; E, joue le role de l'inclinaison; E, joue le
role de l'excentricité solaire, et nous pouvons méme profiter de
I'indétermination de cette constante E; pour supposer qu’elle est
précisément égale & cette excentricité solaire.

Dans les développements de

. ! ! !
Z1, Toy Yir Ve

I'exposant de E, et le coefficient de ¢/, seront toujours pairs. Ils
seront toujours impairs, au contraire, dans ceux de

3, Vs
(¢f. n° 191).

Si E;= o, c’est-d-dire si I'orbite solaire est supposée circulaire,
nos développements ne dépendent plus de «, mais de I'argument
Ky w'y + Ky Wy - prwv + pawy,

ou I'expression
ki~ ka— p1—pe
est égale 4 zéro pour les distances mutuelles et pour zj, et a 1
pour z, et z,.
Si de plus l'inclinaison est nulle, c’est-a-dire si E,=o, les
termes dépendant de w), disparaissent; on a donc z,= o, et dans
les distances mutuelles des trois corps figure seulement ’argument

k; W"i -+ kg W'_l,_ -+ WI"



8 CHAPITRE XXIV.

p1=ki+ k.
Elles dépendent alors seulement des deux arguments
Wi Wy, Wy W,
et elles sont développables suivant les puissances de
E| cos(wi—+ w)), E;sin(w}+ w)).

Clest le cas du probléme restreint.
Si nous revenons a I'’hypothése E.2o0, E;=o, l'intégrale de
Jacobi a encore lieu.

313. Nous avons posé plus haut (n° 312) :

my® =T+ U;+ U_;,

nous ferons d’abord observer :

1° Que U est beaucoup plus petit que T, + Uy;

° Que T, et U, dépendent seulement des masses mz, et m, et
des coordonnées de la Lune, c’est-a-dire des inconnues z/,, 2, 2,
YirYolss

3° Que U, dépend en outre de la masse m, du Soleil et des
coordonnées du Soleil, qui sont des fonctions connues du temps
et des éléments de l’orblte solaire.

D’autre part, comme AC est beaucoup plus petit que BD, on a

(¢ft. 1, p. 55):

n,+ - n 2
(9) Us=—my my m¥ o mg, m? AC»

(my~+ mq)r " " BDn¥1’

P, étant une fonction de I’a ngle des deux directions AC et BD,
fonction définie Tome I, page 4g, et la série (g) convergeant
trés rapidement.

Nous voyons comment U, dépend des masses et des éléments du
Soleil.

> 11 est proportionnel a m;, ;

U m
2° -,;1-7:- ne dépend que du rapport ”—é;
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3* U, dépend en outre des éléments de l'orbite terrestre, a
savoir: delalongitude du périhélie — v}, qui est une constante; de
la longitude moyenne du Soleil — w7, qui varie proportionnelle-
ment au temps; de l'excentricité solaire, que j'ai désignée plus
haut par Es, et enfin du demi grand axe de l'orbite solaire que je
désignerai par '

Voyons comment chacun des termes de la série (g9) dépend
de a'. La distance AC ne dépend que des coordonnées de la Lune,
le facteur P, dépend d’un angle; il ne dépendra donc pas de &/,
mais seulement des autres éléments du Soleil. Quant & BD#H,
c’est la puissance n + 1" d’une longueur, il sera donc propor-

. s a s . /
tionnel & ¢**. Le rapport g5 sera indépendant de «'. Nous pou-

vons donc écrire

mym = m;m} /@ Nl
(10) Uy=—my E _"—'P”ACIL(T) oy

2
(M= my)* B [l
1 7 \

et comme tous les facteurs sauf le dernier sont indépendants de &/,

nous aurons le développement de U, suivant les puissances

décroissantes de a’. Le premier terme du développement (10) est
3

. ’
myny Fa I
— Ny ————— P ‘.\cz(_) —_
fmi+m, 2 BD/ 4

de sorte que nous pouvons écrire

G2 S
—_— == — _—
my — a® ™ a'n

Q. étant indépendant de m, et de o'.

Le facteur Lnﬁ- est petit, c'est lui qui joue le role de p. D’ail-
p ;

leurs ¢’ est une constante et notre fonction perturbatrice se trouve
développée en une série trés convergente procédant suivant les

. I 1 . . .
puissances de —- Cette constante — pourrait donc aussi jouer le

role de u; de sorte qu’en appliquant les principes précédents,
Dous trouverions que nos inconnues peuvent se développer suivant

les puissances de

my T
? et de ? i



Io CHAPITRE XXIV.
D’autre part, la troisieme loi de Kepler nous donne

(m-=+m,) = a'*n},
, -
d’ou

m-
I+ —
m,
Le second facteur est une constante connue; elle est si voisine

de 'unité que nous pouvons prendre simplement
= ni.
Il semble donc que nous devions conclure que nos coordonnées
vont étre développables suivant les puissances de n3 et de ‘—:7-

Mais avant d’adopter cette conclusion, il convient d’y regarder de
plus prés. @, et U, dépendent de n, de deux maniéres :

. \ m. .
1* Directement, 4 cause du facteur p. = -5 qui affecte Uy;

2¢ Indirectement, parce que U; dépend en outre de &', qui est
égal & nyt.

Pour pouvoir appliquer les principes du Chapitre X, il faut
regarder 2, (en tant qu’il entre par o) et . comme deux variables
indépendantes. Dans ces conditions, nos développements procé-
deront suivant les puissances de u, mais les coefficients seront des
fonctions des différentes constantes et en particulier de n,. Or
nous avons vu que les intégrations introduisent des petits diviseurs
de la forme k, n; -+ ksn,; I'un de ces petits diviseurs est précisé-
ment n,.

Considérons donc un terme quelconque du développement
dépendant de ce petit diviseur qui est n.; soit o exposant de w
et 3 celui du petit diviseur, de telle fagon que notre terme con-

tienne en facteur
prng b= n22-p,

L’expression a—g représente ce que nous avons appelé la

classe du terme, et nous avons démontré au n° 198 que cette
classe était toujours positive ou nulle.

L’exposant 20 — { de n, ne peut donc pas étre négatif, mais il
n’y a pas de raison pour qu’il soit pair.
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. . I
Ce n’est donc pas suivant les puissances de nj et de — que
nos développements procédent, mais suivant celles de n, et
I . N .
de - Nous verrons dans la suite, 4 la fin du Chapitre XX VIII,

qu’il peut méme, mais seulement pour des termes d’ordre trés
élevé, s’introduire de petits diviseurs en n; ou nj. Il en résulte
que n, pourra, dans certains termes du développement, figurer a
une puissance négative.

316. Nous trouvons donc finalement
z'= f(my, my, my; 0y, By, Eo; w}, oy, wy; a', By, wh, wh).

Nos coordonnées dépendent en effet des trois masses, des quatre
arguments o, o}, &), w,; des deux constantes d’intégration E,
et E, introduites plus haut; d’une troisiéme constante pour
laquelle nous pouvons choisir le moyen mouvement r,; des élé-
ments de 1'orbite solaire &/, E, et o;.

Nous pouvons remplacer m; par a’*nj et introduire une nou-
velle constante ¢ définie par

my—+ m;= niad.

. m P
Alors m, et m; sont des fonctions de 7’ et de n}a3, de sorte

que nous pouvons écrire

m
r___ 1 ‘ " " ! v / /
z —f(m'__’ a, ny, Ky, Eq, Wy, Woy, Wy, Wa, @, N, Es, Ws)-
7

Il faut faire intervenir maintenant des considérations d’homo-
généité :
a et a' sont des longueurs, de méme que les 2/;
— et — sont des temps;
n, g
les E sont des nombres, ou du moins on peut profiter de I'indéter-
mination de leur définition pour le supposer;

m
-’-n—' et les ¢ sont des nombres.
7

Dans ces conditions, pour que la formule soit indépendante
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des unités de longueur et de temps, on doit avoir

Je n’écris pas explicitement celles des variables qui sont des
nombres. Nous poserons

=m, =z,

YN

=2

nq

et comme nos expressions sont développables suivant les puis-
1 .

sances de n, et de —» nous voyons qu’elles le seront suivant les

puissances de m/ et de «; la constante m est le rapport des moyens
mouvements ; « est ce qu'on appelle la parallaze.
On aura d’abord, en différentiant par rapport au temps,

et, par conséquent, par raison d’homogénéité,

yi= nz“f(-z—f, %) = ma f(m', 2),

et, d’autre part,

.

/ ”
z, [
P = n%a*f(m’, o; —> LT, Es, wh, wh ).

317. 11 convient encore de faire quelques remarques au sujet
de la symétrie. Nos développements procédent suivant les puis-

sances de
cos
sin

cos cos
m', a E; . w)|, E w,, B3 . w,
? 1 1 sin 1y 2 2 3 sin 39

et 'argument du terme général est
ky o'y + ko Wy py W)+ pa oy -+ p3 Wy,
Ona 2 k —21): opourz, et =1 pour z| et z,,. D'ailleurs p,
est pair pour z et z,, et impair pour #}; d’ol il suit que

ky+ /fz-",Pl—}?s
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est toujours impair. D’autre part, p; est toujours de méme parité
que exposant de E,; done &y + ks — py — 1 est toujours de parité

opposée a cet exposant.
Soit maintenant ¢, exposant de la parallaxe «; nous voyons

que la position du Soleil ne change pas quand on change
a', wy, wh
en
—a, whj4+w, Wi+,
Dans ce cas, les coordonnées du Soleil ne changeant pas, rien
? ?

ne doit changer puisque, dans nos équations, @', w), @} ne s'in-
troduisent que par les coordonnées du Soleil.

Or, dans ces conditions, un terme quelconque se trouve multi-

k] bl

plié par
(—1)To+hatpa;
on doit donc avoir
qo+Fhr+py=o0 (mod. 2).
D’autre part nous avons trouvé
ki-l'- kz—pi—Pazl
pour les trois coordonnées %, «,, z,, et par conséquent
IC1 +P1 - 90 =I.
Pour les distances mutuelles nous aurions trouvé
ki+ki—pi—ps—ps=o, pa=o0,
ky+ ks—p1—p3=o,
d’ou
kl+pl+ qu 0.
Un peu plus loin (n” 320) nous poserons -
= T coswy+ x, sin ws,

= — 2/ sin wy+ 2}, cosw,.

On voit que si & est pair dans le développement de z/ et ),
il sera impair dans celui de z et y et inversement. On aura donc,

pour z el ¥,
go+ ks + py=1,

et pour les termes indépendants de o et de E;, c’est-a-dire si
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9o = pP3=0, on aura
]ngI.

318. Nous allons donner une formule importante pour ce qui
va suivre, et, pour ’établir, nous reproduirons & peu prés le rai-
sonnement du n° 120, en nous appuyant sur le théoréme du n°16.
D’aprés ce théoréme, si 'on a un systéme d’équations canoniques

de _dF  dy __ dF

@=d d -

et si les z et les y sont supposés exprimés en fonctions des con-
stantes d’intégration « et du temps ¢, on a l'identité

dey=d9+2Adz—th,

ol Q est défini par I'équation
do dy dF
T=Fr g =F—Dog

et o les A sont indépendants du temps et dépendent seulement

des a.
Ieinous avons les équations (3 bis)

def _ v, dvi_ _ do,
dt ~ ayi’ dt ~  da}

Elles sont bien de la forme canonique, mais @, dépend non
sealement des inconnues 2’ et »”, mais encore du temps, ce qui
nous oblige 4 appliquer I’artifice du n® 12. Si ®, dépend explici~
tement du temps, c’est par l'intermédiaire des coordonnées du
Soleil, qui elles-mémes sont des fonctions périodiques de V’argu-
ment . Nous introduirons donc deux variables auxiliaires u et .

Nous pouvons écrire @, sous la forme

P1(2, ¥ i),

et poser .
F'= &, (2, y"; u)+ nav.

Nous avons alors, si nous voulons que u = w) = nyt + w,,

du _ - dF
& TT G
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et nous pouvons écrire les équations canoniques

dr' _ dF’ dy" _ dF
e T &y Tdt T dzx”’
v | de _dF'  dv _ dF
T e’ dr T du’

Nous ajoutons arbitrairement la quatriéme équation qui peut étre
regardée comme la définition de ¢0. Nous poserons d’ailleurs, pour
unifier les notations,

wy= wi, Wy = wj,

wy= wi, w, = wh, .
et, d’autre part,

Wi= n;l -+ o,
ce qui ne change pas la définition de ry, 1, w, et w,.
Les équations restent canoniques et F' ne dépend plus explicite-

ment du temps; nous pouvons donc écrire

(12) 2z'dy”+udv=d9+2Adz-—F'dt.

Mais
F' dt =(®1+ nav) dt = &, dt + v(du — dw, ),

ce qui nous permet d’écrire

(13) 2x’d_y"=d(0——uv)+2Adﬁ-—¢,dt+vdm2.

Quelles sont nos constantes d’intégration a? Nous avons d’abord m/,
E, et E,, que nous appellerons les constantes 3; nous avons ensuite
les constantes @ qui figurent dans les arguments .

Le systéme (1 1) étant du huitiéme ordre, il y a une huitiéme
constante, mais nous n’avons pas 4 nous en inquiéter, car elle
n’entre que dans la variable parasite ¢. C'est la constante K qui
figure dans le second membre de I'équation

nav +— & = K.

Quant aux autres constantes, ce sont celles du Soleil, elles doivent
étre regardées comme connues et non comme des constantes d’in-
légration. Parmi les sept constantes que nous conservons, nous
distinguerons les = et les trois autres (m/, E;, E») que nous
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appellerons les 8. Je puis écrire alors, en distinguant les coefficients
de ces deux sortes de constantes,

22" dy" = d(Q— uv)—i-zA dw —I—EB df — @, dt + ¢ dws,

et en posant

nous arrivons a la formule

(4) Ex'dy'=du'+z,\ dw+ Y\ Bdp — by dt + ¢ dws.

La fonction Q' se trouve alors définie & une fonction arbitraire prés

5 et w, par I'équation

des constantes ;

(15) ——q’1+Z‘T

Le second membre est une fonction des constantes 3 el des argu-
ments v, périodique par rapport aux .

Désignons par H la valeur moyenne de cette fonction périodique,
ce sera une fonction des 3 seulement. Nous pourrons alors sup-

POSer qu&
=Hr+ Q"

Q’ élant une fonction des 3 et des v, périodique par rapport aux .
La valeur moyenne de cette fonction périodique peut étre choisie
arbitrairement puisque Q' n’est définie qu’a une fonction arbitraire
prés des conslantes, nous la supposerons nulle. Dans ces condi-
tions Q" est fonction seulement des {3 et des w.

Nous poserons alors comme au n° 129

(16) Ez"dy"—dﬂ"=z\\’t dwt—l-zcidﬁt,

et nous reconnaitrons que les W et les G sont des fonctions des 8
et des w, périodiques par rapport aux rv. Nous avons donc 'identité
suivante en rapprochant les équations (14) et (16)

(17) ZWdW +20dp—d(nz)=ZA dm-l-ZBdﬁ——tbl dt+ 0 dw,.

Cette équation doit devenir une identité quand on y remplace w;
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par n;¢ + ;. Alors notre relation (17) peut s’écrire
ZW(ndt—l-tdn—'r-dm)-:—ZCdﬂ-—Hdt— t dH
=ZAdm+ZB db — &, dt + o dws,

d’oti, en identifiant les coefficients des diverses différentielles,

& =H —Z\’Vn,

Vwiza wiza),
Wo= Ap v,

Z\V——J—C_B—.—t

(18)

dp’

Discutons les équations (18) et ‘appliquons-leur les lemmes des
n°s 108 et suivants. Si nous prenons d’abord ’équation W;= A,
nous voyons que le premier membre doit étre une fonction des 3
et des w, périodique par rapport aux (v, et que le second doit étre
une fonction des § et des w. D’ailleurs cette équation doit devenir
une identité quand on y remplace (v par nt + w. Cela n’est possible
que si W; et A;sontfonctions des £ sealement (pour =1, 3 ou 4).

Si nous prenons maintenant la derniére équation (18), nous
verrons que le premier membre se compose d’une fonction C pé-
riodique des ¢, et d’'une autre fonction périodique des & multipliée
par ¢; et le second membre d’une fonction B des B et des w et
d’une autre fonction des 3 multipliée par ¢. L’identité n’est possible

que sil’on a séparément
dn dH
>w B

C = B = fonction des p.
On aura donc

(19) ZW dn = dH,
et, en rapprochant de la premiére équation (18),
(20) de, = —Zn dw.

Nous remarquerons que dans la somme EW dn, le terme W,y dn,

P. — II (2). 2

)
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ne figure pas, puisque 7, est une constante donnée et que par
conséquent dn,= o.

Nous avons dit que W,, W3, W, dépendent seulement des B,
voyons ce que nous pouvons dire de W, nous avons 'équation

Wa=A,+ 9,

ou W, est une fonction des B et des w périodique par rapport
aux v, ou

nyw =K—&,,
K étant notre huitiéme constante, tandis que ®, est une fonction

des B et des , périodique par rapport aux ; quanta A, c’est une
fonction des huit constantes §, @ et K. Nous avons donc I'identité

(21) ]lgwo_y—i— P = ngAg-i—' K,

dont le premier membre est fonction des 2 et des w, périodique
en v, et le second membre fonction des B3, de K et des w. I.’iden-
tité n’est possible que si les membres sont fonctions des 3 seule-
ment. J’écrirai alors la premiére équation (18) sous la forme

(ngW7+ @1)4— ny \V;—l— n;;Ws-l- n;‘W5= H,

ol chaque terme du premier membre et le second membre sont
fonctions des $ seulement.

Nous avons vu plus haut que quelques-unes de nos coordonnées
sont des fonctions paires et d’autres des fonctions impaires des
arguments

wh, ws, Wi, wh, wh.

Le dernier de ces arguments (v, est une constante que l'on peut
regarder comme donnée une fois pour toutes; nous pouvons la
. supposer nulle, ce qui revient & prendre pour I'axe des z, le grand
axe de l'orbite terrestre. Dans ces conditions nos coordonnées
seront des fonctions paires ou impaires des quatre arguments

W= wi, wy= wh, w3 = w, W, = w).
Les fonctions suivantes seront paires :

: ax, ay’, dy’y o’
! v Gy 14\ 3
R N P - B S U ot

,dy” ,d /
H, W, A, v, n, -Z'T'};y Z'-a%: g—%-
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Les suivantes seront impaires :

" , drz’ dz'y  dy,
z"z, Yis Vs T;" d_t” %’

. » dy”  dQ
o, o, C B, z'y, z’-‘w, B

Ce que je voulais faire remarquer, c’est que G devant étre indé-
pendant des w et en méme temps fonction impaire des w, devra
étre nulle, de sorte que nous aurons simplement

Zw’ dy' — dQ”=2W dw,

et & cause des équations (18) et (21)
P, d
(22) Zx’ dy’—dQ”:EAf dw;— —‘]Z@;

oi l'on a posé
A}=A;=W,~ (i=1,3,4),

AI2= A.g"l" h’
Ny
de telle fagon que les A’ dépendent seulement des 3.

319. De la formule (22), on peat déduire une série de formules
importantes, que nous écrirons sous la forme

Zz_, dy" dv’ —o,

48T
,dy’ av’ / .
xzv:z—.th_A‘ (i=1,3,4),
, dy” e’ ., ¥
T T

et, en particulier, pour la constante s m!,

o dyf  don
Z’” am —dm =

Mais dans 'application de cette derniére formule, il faut faire
attention 4 une chose; nous avons écrit plus haut (p. 12)

z'=af(m, ), y'=maf(m',a),
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. «a . . ,
ol = —- 1 faut alors faire attention que 2’ et " dépendent de m’,
non seulement directement, mais par l'intermédiaire de @ qui est

. . Ly . . , . a
fonction de m', et par l'intermédiaire de « qui est égal & —-
, . o) a

320. Axes tournants. — On peut avoir un grand avantage 2
rapporter le systéme 4 des axes tournants autour de l'origine avec
une vitesse angulaire 2, ; ces avantages ressortent déja de ce que
nous avons dit plus haut au n° 313; nous avons vu en effet que
lorsque E;= o, les équations du mouvement se présentent sous
une forme particulierement simple en employant ce systéme
d’axes.

Il serait facile d’établir les équations du mouvement par des
procédés élémentaires, mais il sera préférable de rattacher la
transformation aux principes du Chapitre I. Je reprends les
équations (11) du n° 318; d’autre part, pour me rapprocher des
notations de MM. Hill et Brown, je désigne par 2, ¥, 5 les coor-
données de la Lune par rapport aux axes tournants, de telle sorte
que l'on ait

r= x| cosu- z,sinu,
¥y =—2 sinu+ x5 cosu,
3= x.

L’angle « est I'angle des axes mobiles avec les axes fixes; c’est
done wy= &} == nat + ,; lalettre z a donc la méme signification
qu’au n° 318; je poserai ensuite

yi=Xcosu — Ysinu,

y3=X sinu -+ Ycosu,

7’31 =1,
et enfin

v'=9v—(Xy—Yz).

Dans ces conditions on a

dr = d#) cosu + do} sinu + y du,
dy = — dz'y sinu + do, cosu — z du,

et, par conséquent,

Zy”dx’+vdu=Xdz+Ydy+Zdz+v’du.
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Le changement de variables est donc canonique et les équa-
tions (11) (p. 15) deviennent

dz _dF' dX __ dF’
3 (E-R BT
(23) ) du _dF' dv' _ dF

dr T A di T T da’

avec les équations qu'on déduit des premiéres par permutations
circulaires de z, ¥, setde X, Y, Z.
On a d’ailleurs

TI—:— U1 e U3
my

-2 By T

et les équations (23) nous auraient donné

F'= + ne¢'+ ne(Xy — Yo),

dz dy dz
ZG=X+my, Z=Y—ne =1L
dX _dy _ a¥,  du _
@G T dr T de’ @™
en posant
Ui+U - , 1 - . ‘
tla:—‘—’rs—{—ng(.\_y—'l'x), Py =0+ ;Z};-:F—ngv

Remarquons que nous avons

. d: a
no(Xy—Yaz)= n,(-(—gy T{“‘)——n%(x’—l—y?),

1 (2 — £ <_d£>2_ ﬂ y > s o
{(23) 22X 22 dt M\~ @) " (” +7%
1 Y _ 1 dz ni,
22X+ Sy —Ya)= L (G ) = T et
ny(Xy — Yo)=ny(yi 2y — yi2})-

!

La derniére des formules (24) nous fait connaitre le sens du terme
complémentaire n,(Xy — Y z); il représente, au facteur constant
prés n., la constante des aires dans le mouvement absolu.

Dans le cas ou E;=o0, F/ ne dépend plus de 2, y, 3, X, Y, Z,
et pas de u. On retrouve donc l'intégrale de Jacobi qui peut
s'écrire

P Ui+ U .
F'— ngo' = gzxz-*- 1_m’1—l + ne( Xy — Yo )= const.,
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ou bien Ui U \
t Ui+ U ng —
2( > e _-;(.z-ﬂ-)-yz)_const.

Nous trouvons ensuite

Zfdx’:Ede—(x_y—-Yz)du,

Zy”a:’ =2X.z';

Zw’dy”:Ew dX +(Xy — Yz) du,

d’ou

et, en rapprochant de la formule (22) et remarquant que u = ¥,

Ii
(25) Zmdx-dg”=2A:dw,— q-’-’;‘f—"-’ﬁ,

en posant
&) =&, +ny(Xy —Yz)=F — nyv'.

D’autre part Q" est encore défini par

(26) dQ’ Ew————H

H étant une constante choisie de telle fagon que la valeur moyenne
du second membre soit nulle. Il suffit en effet de se reporter 4 la
formule (13) et de remarquer que

Ew _Zx—-—{-n,(Xy—Ym)

321. Choix des constantes. — Il importe de comparer aux nota-
tions précédentes, celles qui ont été employées par Hansen, par
Delaunay et par Brown. Delaunay emploie les arguments suivants :

D = w{— w] = w;— w, = distance moyenne Lune-Soleil,
F = w{+ w} = w; + w, = distance moyenne Lune-nceud,
! = w{|+ w| = wy+ w; = anomalie moyenne Lune,
U = wi+ wj = anomalie moyenne Soleil;
ou si w;==o0, comme nous 'avons supposé, /= w, = w,=u.
Hansen prend pour arguments :
g=wi+ws, &= w,,

W = B, 4wy, w' == wg.
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Brown adopte les arguments de Delaunay, mais dans ses formules
figurent plus habituellement les exponentielles imaginaires

C = eib, ;m = 6”', Cg': eil-‘, ;c—_— eil,

1l faut aussi comparer comment sont notées les constantes qui
correspondent & celles que nous avons désignées plus haut par «,
m'y E, E, E,.

La constante Ej, excentricité du Soleil, est partout désignée
par ¢'; le rapport des deux moyens mouvements que nous avons
appelé m' est désigné par Delaunay par m. Au contraire, ce que
Brown désigne par m, c’est le rapport

ne m’ mouvement sidéral du Soleil
n—ny; 1—m'  mouvement synodique de la Lune

Nous poserons comme lui

il est aisé de voir que m' peut se développer suivant les puissances
de m et que, par conséquent, toutes nos séries qui procédent suivant
les puissances de m’ peuvent étre développées suivant les puissances
de m; la convergence s’en trouve méme augmentée, on verra plus
loin pourquot.

Les constantes qui correspondent & a, E, sont désignées par
Delaunay et Brown par @, e; mais elles sont définies d’'une maniére
différente. Pour Brown a est le coefficient de {=¢'? dans le déve-
loppement de z + iy, et par conséquent celui de cos D dans celui
de z, ou plutdt @ est défini de fagon qu’il en soit ainsi, si 'on né-
glige E,, E; et E;; pour Delaunay, a est défini par I’égalité

my—+ mqy= n}ad,
ce qui vaut mieux.

Delaunay définit ¢ de telle fagon que le terme principal de
I'équation du centre ait méme expression que dans le mouvement
képlérien; pour Brown, au contraire, ¢ est le coefficient de asin/
dans le développement de z/ sinw, — x), cosew,. Ici la différence
est importante puisque le ¢ de Brown est 4 peu prés le double de
celui de Delaunay.

La constante d’inclinaison qui correspond a E; est désignée
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par v par Delaunay et définie de telle facon que 'expression du
terme principal de la latitude soit la méme que dans le mouvement
elliptique. Elle est désignée par K par Brown et définie comme le
coefficient de 2@ sinF dans le développement de s.

On voit que toutes les définitions de Delaunay font jouer le pre-
mier rdle aux coordonnées polaires, et celles de Brown aux coor-
données rectangulaires. Ces différences n’ont aucune importance,
et 'on pourrait faire varier les définitions de bien d’autres maniéres
sans rien altérer d’essentiel.

322. Il importe de se rendre compte de la grandeur de ces diffé-
rentes constantes. On a sensiblement

1 1 ; 1 -
m = — m= — e = — K ou ~v=—
12’ 137 60’ { ?

r I
€= — (Brown) ou (Delaunay), % = e

Nos séries procédent suivant les puissances de ces diverses quan-
tités, mais il importe de remarquer que dans le coefficient d’un
méme cosinus, ou d’'un méme sinus, I'exposant de e, &', K, o est
toujours de méme parité, de sorte qu’en réalité nos séries procédent
suivant les puissances de

1 1 I I
m= —; e:t= — ou -—> K2 =
12 100 400 400

1

%2 = ————
160 000

Aussi la convergence sera-t-elle beaucoup plus rapide par rap-
port aux excentricités et aux inclinaisons que par rapport a m qui
joue le réle du coefficient p dans la théorie des planétes exposée
au Tome 1. C’est le contraire de ce qui arrive dans le cas des pla-
nétes. Aussi convient-il de développer, non pas d’abord par rap-
port & @, puis par rapport aux excentricités, mais au contraire
d’abord par rapport aux excentricités et ensuite par rapport a m.
Cest la la différence essentielle entre la théorie de la Lune et celle

des planétes.
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LA VARIATION.

323. Nous commencerons par déterminer les termes qui sont
d’ordre zéro, par rapport aux excentricités, a I'inclinaison et & la
parallaxe, c’est-a-dire par rapport aux E et a «. Ces termes ne
peuvent dépendre de &', ), v;; ils seront donc des termes en

cos N
. (IQW‘[-FIQ(PQ).
sin

Si nous adoptons les variables z, 3, = du n® 320, nous verrons
d’abord que s est nul puisque l'inclinaison est supposée nulle;
d’autre part, d’apreés le n° 192, t. I, on a

ey =— .

Ensuite, d’aprés le n°® 490, t. I, 2 et Y ne contiennent que des
cosinus, tandis que »” et X ne contiennent que des sinus.

Enfin, d’aprés le n® 317, I'exposant de « étant nul, 4, doit étre
impair. En résumé le terme général dans z et dans y sera respec-
tivement en

cos(2k +1)(wy— wy), sin(2k +1)(wy — wsy),

ou cos(2k +1)D, sin(2k +1)D. en introduisant 'argument D de
Delaunay (¢f n° 321).

Pour former les équations du probléme, il faul reprendre les
équations générales établies au n* 320 et y faire « = E;= 0. Faire
o =0, c'est négliger la parallaxe, c’est-a-dire réduire U; a son
premier terme, ce qui donne

U,

m,
my =T an PaACh
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P, étant Je polynome de Legendre

3cos?y —1

P, 5

On a d’ailleurs, puisque s = o,
ACr= ‘z-'.'_{_‘J’ﬂ,

et puisque BD est paralléle & 'axe des z ('excentricité E; étant
nulle et par conséquent le mouvement de B autour de D circulaire
et uniforme), puisque par conséquent y est I'angle de AC avec

Vaxe des z,
ACcosy =z,
d’ot, finalement,
2 2
P,AC = 3_?_.2__?2 .

Mais nous avons trouvé plus haut au n° 320

Xt v -+ UH—,Us + ne(Xy—Ya).
2 m)

F'—n,o' =

Rappelons d’autre part que

U, my =~ mq my
Bk R et I ok B n2
my AC as — Y
d’on
2
Us __pg282=2t
m) 2
d’ot enfin
X2+ Y2 m+m 2 22— y?
F'=ng¢/ o+ ——— — IAC 1 —n} L o na(Xy —Ya).

Comme F' ne dépend pas de «, la variable auxiliaire ¢’ se réduit
a une constanle et ne joue aucun réle, et les équations cano-
niques (23) du Chapitre précédent deviennent

|

=X + nyy, %‘%:Y—-ngx,

my ~+ mq
~—I@-—w+2n§z+ngY, )

(n

my -+ my

ACS Y= ngy'_"-ﬂx-

% 8% oE
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Mais les deux premiéres équations nous montrent que
dX _diz _dy  dY_dy _ dw
at = de T ™dr dr T oae T dr
dXx 2z

??—nzY= 722——2)227};' —n§m,
dY . dry dz .
'a?‘l“ﬂg)&—m-‘l—i’ﬂgz—n_;y'

de sorte que les derniéres équations (1) deviennent

— — 2N -d——Sn’x—i— =
(2) \ dt? 7 2 ACs -0
( d2 —an id_z_ my =4 mq =0

12 7 ac U=

Ces équations peuvent étre mises sous une autre forme; si nous
posons

w' —wy=D=r,
cela revient & changer 'unité de temps de telle sorte que I'argu-
ment de Delaunay joue le réle de temps. On a alors, d’aprés
le n® 321,

dz n n = ne
de — ™! T
Si alors nous posons
ny—- M+
=T,
(AL — ng 2

les équations deviendront

2
‘ dw—zmi‘z—?’nzﬁx—kﬁ:o,

ds? dz AC3

3) / ] .
Aty dz 2y
T TP RN A

Telle est la forme particuliérement simple que prennent les
équations du mouvement de la Lune quand on néglige :

1° La parallaxe;
2° [’excentricité solaire;
3° L’inclinaison.

Le probléme que nous proposons maintenant est de trouver une
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solution particuliére de cette équation; & savoir celle qui corres-
pond au cas ot la constante E; est nulle. Comme nous venons de
voir que x et y sont développables suivant les cosinus et les sinus
des multiples de 2D, ou de 2%, nous voyons que cette solution
particuliére est une solution périodique. Le probleme a été
entiérement résolu par Hill dans un Mémoire de tout premier
ordre dontnous allons exposer les principaux résultats (4 merican
Journal of Mathematics, t. 1).

324. Equations homogénes. — Ainsi que nous I'avons vu au
Chapitre précédent ces équations admettent l'intégrale de Jacobi,
quis’éerit

1[/dz\2 [dy\*? 3m2 %
;[<a‘) + z) ]—T””—;+G-

C’est d’ailleurs une combinaison immédiate des équations (3).

Ici r =y/z2+ )* désigne la distance AC

Nous avons donc trois équations que je puis écrire en mettant

dz  d'x . . .
z' et 2" pour —~ et =, ce qui n’a plus d’inconvénient; nous obte-
T dt?

d
nons ainsl
o t L
s ' —omy'—3Imix + 75 =0
, %Y
(4) CY'+oama + o5 =0
z'24-y'2 3Im? %
_.__..L _——? — < = C.
2 2 r

Entre ces trois équations nous allons éliminer »; nous trouverons

N 2,2
(5) 5 zz"+yy' +om(yr' — zy')+ é(.z"-’-;—_y’ﬂ)— ﬂl;—‘w— =G,
? y&' —zy'—om(yy +x2')—3miay = o.
La premitre s’obtient en multipliant les trois équations (4) par
z, y et 1, et la seconde en les multipliant par y, — z et o et ajou~
tant.

On voit tout de suite que les premiers membres des équations
(5) sont des polynomes homogénes du second degré par rapport
a z, y et leurs dérivées.
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325. Equations imaginaires. — Hill met encore ces équations
sous une autre forme en introduisant les notations

w=x+iy, s=z—Iiy.

Elles deviennent alors

\ . , m?
\ us"+u's —omi(us' — s’ )+ u's' — -9-—,—(u “+s)2=2C,
Kt

(6) $ 9

. 3n
us"— u's — 2mi(us'+ su') —

22
2 (w?—s?)=o0;

ces deux équations peuvent étre remplacées par une seule

(7) us"-—zmz’us’—a—ﬁ—17-1-3(15u2+18us+3s=)—C
2 [5 -

a laquelle il convient d’adjoindre son imaginaire conjuguée

r ol

" ., u's m2,
(8) us-!—:mzsu+—2————g-(ras-+181ts+3u2)=0.

11 est aisé de vérifier en effet que les deux équations (6) ne sont
autre chose que la somme et la différence des équations (7) et (8)

326. Les équations (3) forment un systéme du quatriéme ordre,
elles conviennent pour I'étude des termes de degré séro et pour
les termes qui dépendent seulement de I'excentricité linéaire E,,
mais sont indépendants de I'inclinaison E,, dela parallaxe o, et de
Pexcentricité solaire E;. L’excentricité lunaire E, est 'une de nos
constantes d’intégration ; si nous la supposons nulle, il ne subsistera
que les termes de degré zéro, que nous nous proposons actuelle-
ment d’étudier. L’ensemble de ces termes de degré séro représente
donc une solution particuliére de nos équations (3); comme ces
termes dépendent d’un seul argument D =, ils sont périodiques.

Le probléme revient donc a chercher une solution périodique
des équations (3).

Si I'on construit la trajectoire T du point z, ¥ par rapport auz
azes tournants, cette trajectoire sera une courbe fermée, puisque
z ety sont des fonctions périodiques du temps. Comme # ne con-
tient que des cosinus, et y seulement des sinus; comme d’autre
part les développements de z et de y ne contiennent que des



30 CHAPITRE XXV.

termes dépendant des multiples impairs de 7, les deux axes des z
et des y seront des axes de symétrie pour cette courbe fermée T.

En éliminant x entre les équations (4) et en regardant G comme
une constante arbitraire, nous formons un systéme (5) ou (6), ou
(7) et (8) qui peut étre regardé comme plus général, puisque ce
systeme ne change pas quand on change z, y et C en Az, Ay, 32C,
en désignant par 1 une constante quelconque. Si une courbe
fermée T satisfait aux équations (3), elle satisfera également aux
équations (7) et (8); mais ces équations (7) et (8) admettront en
outre pour solution toute courbe homothétique & T par rapport 4
Porigine.

Le probléme a été entié¢rement résolu par Hill, ainsi que je I'ai
rappelé dans mes Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste
(t. I, p- 97). Pour les petites valeurs de m, Hill trouve une courbe
ayant la forme générale d’une ellipse, pour m=1,78, il trouve
une courbe avec deux points de rebroussement situés sur l'aze
des z.

S’il avait poussé plus loin, il aurait sans doute trouvé une courbe
avec deux points doubles symétriquement situés sur 'axe des z;
puis ces deux points doubles se seraient confondus en un seul situé
a 'origine, puis ils auraient disparu et la courbe T serait redevenue
une courbe fermée sans point double mais parcourue dans le sens
rétrograde. Mais les premitres courbes déterminédes par Hill ont
seules de l'intérét pour I'étude du mouvement de notre satellite.

327. Calcul des coefficients. — Voici & quoi revient la méthode
de M. Hill, pour les petites valeurs de m. Au lieu des équations (3)
envisageons les équations plus générales

‘ z’—apy‘—gp*w-gm’x-r- LY
. 2 2 r3
(3 bis) ¢ 3 3
¢ ®y
( Y +opr— ;p=y+ ;m’y-:— 5 =0
En les traitant comme plus haut on en déduirait, au lieu de (1)
et (8) les équations,

. . u's' 2o
(7 bis) us"—apius'+ - = %p’us = %-(mu’-l— 3s)4-C,

’

. . J ’
(8 bis) su’-+ 2pisu’—+ uT‘ — %p* us = "—;-( 3ut~+1551)+ C.
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Nous allons développer la solution suivant les puissances
croissantes de m?; une fois la solution obtenue, nous y ferons p =m
pour retomber sur les équations (3).

Supposons le probléeme résolu et posons

u .
g ¢ = efr, 2—=uo+m‘3u‘—|—-...+m!qu,,+...,

) 8 .
(9 (F=so+m23, = mhsy AL M8y ...,

C=Cy+ m2Cy+ m+Co+...+m22Cy+....

Il s’agit de déterminer par approximations successives, d’a-

8 p )
bord w4, so, Co, puis w4, sy, Gy, puis us, 53, Cs; ..., et ainsi de
suite.

On prendra d’abord

Ug=Sg=1, Cﬂ——-—i—QP—%P’.

Quand on aura remplacé dans (7 bis) et (8 bis) u, s et G par
leurs développements (g), on trouvera dans le premier membre
des termes de la forme

m22+2Byy 58,

et d’autres d'une forme analogue o «, ou sg, outous deux, ont été
remplacés par 'une de leurs deux premiéres dérivées. Dans le
second membre on trouvera des termes de la forme

m2o-+28+2 & 37 ug,
oude la forme
mrarafray—2 SuSBs

ou encore de la forme
m2“Ca.

Je suppose qu’on ait déterminé dans les approximations précé-

dentes
Uoy Uy .., JUSQUR Ugeg,

Soy  S1y  eeny » $q—1,

Co, G ...y » Cq—h

et qu'on veaille déterminer u,, s,, C;. Egalons les coefficients
de m*4.
Dans le premier membre nous devrons retenir les termes qui
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contiennent m2? en facteurs, c¢’est-a-dire ceux ou
a+fB=g¢q
—po=qg.

Ces termes ne contiendront que des quantités connues sauf ceux
ot e =¢, 3 =0, ou bien encore ceux od z=o0, 3 =g¢. Dans le
second membre nous devrons retenir ceux ou

a4+ Bf=g—r,

ils ne contiendront que des quantités connues; nous devons encore
retenir le terme m27 G, qui est inconnu.

Les termes encore inconnus du premier membre de (7 bis)
s'ohtiendront donc de la fagon suivante; prenons par exemple le

terme

us”,

je puis I’écrire
us"=u LT = u Tt [(s8) —20(s8) + (s§)].

Or, on a, par les développements (g),
(s0)=Dymibsg,  (s0Y=Jymibsh,  (s7)=Jym* sh,

u c—l =Zm2°‘ gy,

Nous devons, d’aprés ce qui précéde, retenir les termes tels
que o+ 3 = ¢; nous distinguons parmi eux ceux qui contiennent
une des inconnues sy ou i,; c’est-a-dire les termes tels quex == o,
f=g¢, ou bien a=¢, B =o0. Les termes & conserver sont donc
les suivants (en rappelant que u, =1, sp=1, s, =0, s, =0o):

ol
S’,']-— ﬁlsq— Sqg— Ug.

Nous opérerions de la méme facon sur les autres termes du
premier membre et il nous resterait comme termes, contenant 'une
des inconnues,

3\ ., 2
s’,’,+(2p+§ isy— (2%“"2}""&)%
(10) , .
— B — (9P I
i (4 +zp+2>uq,

Conservons ces termes (10) dans le premier membre, et faisons
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passerau countraire dans le deuxiéme membre tous les termes qui
ne contiennent que des quantités connues; nous obtiendrons une
équation de la forme

(11) Alsg, ug) = dy+ Cyy.

Dans cette équation, A(s,, ug) n’est autre chose que I'expres-
sion (10); c’est donc une combinaison linéaire a coefficients con-
stants de s4, u, et de leurs dérivées. La fonction @, est'ensemble
des termes connus qui se trouvaient dans le deuxiéme membre ou
qu'on y a fait passer. Cest une fonction périodique de =.

En opérant de la méme fagon sur (8 bzs) on aurait obtenu

(12) Al{sgy ug) = ®y+ Cg;

/ 3 3
A'(s4, 1q) est 'expression

A 2
Uy — <2p+§)iu,’,-—(9p +2p+§) g

I

w B (o2
2 _—
imaginaire conjuguée de A(s,, u,) et déduite par conséquent
de A (54, ug) en permutant s, et u, et changeant / en — /.

@, est l'imaginaire conjugée de @,; c’est donc une fonction
connue et périodique de <, développable suivant les puissances
positives et négatives de £2. Pour passer de @, 4 @, il suffit de
changer { en {~* et de remplacer les coefficients numériques par
leurs imaginaires conjuguées; nous verrons plus loin que ces
coefficients numériques sont toujours réels et par suite que cette
derniére opération est inutile.

Quoi qu'il en soit, nos fonctions inconnues se trouvent déter-
minées par les équations (11) et (12) qui forment un systéme
d’équations linéaires & coefficients constants et & second membre.

Soient, par exemple, a, a', & et 7 les coefficients de {f dans @,
®,, ug et sg; il s’agit de déterminer les coefficients inconnus £ et 7
4 P'aide des coefficients connusa et b.

Pour cela, les équations (11) et (12) nous donnent

1][—/:2—-(2])—!—2)/:—(97])2-4—2}7-1— >]+E[ i (94}’ +2p+ )]

2
[rotord 1= eore on[-E- (oo ]

P. —1I (2). 3

Il

a

a
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Ces deux équations du premier degré nous donneront £ et 7.
Le cas de k£ = o mérite une mention spéciale; d’abord les pre-

miers membres des deux équations (13) deviennent identiques;

ensuite il faut tenir compte dans les seconds membres du terme C,;

les équations s'écrivent alors

' op? LA
—(5+-n)(\—4—+zp+;>—a+cq,

\
(14) ¢
f —(E-l-m(g—fa- +2p+§) =da'+ Cq.

Elles ne peuvent étre satisfaites que si « = a’; or a et &' sont
imaginaires conjuguées par définition; les équations ne peuvent
donc étre satisfaites que si @ est réel ; nous verrons plus loin qu’il
en est toujours ainsi.

Les équations (14) nous donneront donc pour § 47 une valeur -
réelle A; on prendra E=1 = %, de telle fagon que & et 7 soient

imaginaires conjuguées, et en méme temps réelles.

La présence de G, introduit une indétermination dans le pro-
bléme. On peut supposer que la constante G est une donnée
de la question;alors G ne dépend pas de m et l'on doit faire
dans (14) Gy =

On peut également s’imposer la condition que le coefficient
de { dans u et celui de {~* dans s soient égaux 4 1: Ce coefficient
ne dépendant pas de m, on doit avoir § =17 = o, de sorte que la
premiére équation (14) se réduit &

o=a -+ G,

ce qui détermine G,.

328. Je dis d’abord que les coefficients de tous les termes du
développement de et de s seront réels. En effet, supposons que
cela soit vrai pour

Ugy Uty cevy Ugeys

S0y S1 ...y Sg-1;

Je dis que cela sera yrai pour u, et s,.
En effet, si cela est vrai pour

(15 Ugy, Sa (e < q),
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cela sera vrai également pour
(16) tul, Ish, Uy Sy (2<¢g)

el par conséquent pour les termes connus de (5 bis) qui sonttous
le produit de deux expressions de la forme (13) ou (16) affectés
d’un coefficient réel.

Donc, dans le développement de @, suivant les puissances de {2,
tous les coefficients sont réels. Donc, dans les équations (13)
et (14), les quantités a et «' sont réelles; or les coefficients de ces
équations du premier degré (13) el (14) sont également réels;
donc nous en déduirons pour& et 7, c’est-a-dire pour les coef-
ficients de u, et s,, des valeurs réelles. C. Q. F. D.

Je dis maintenant que nous aurons seulement dans u, et s, des
termes en {°; dansu, ets, destermes en

g
dans «, et s, des termes en
SRS A Sl
dans u; et s; des termes en
g8, g 1, 05
et ainsi de suite. En d’autres termes, je dis que «{~! et s{ sont
développables suivant les puissances de m2{2 et m2g~2.

Je dis en effet que, si cela est vrai pour les premiéres approxi-
mations, cela sera vrai aussi pour l'approximation suivante. Je
suppose donc que

Ug, Sa (2<q)
sont des polynomes homogénes de degré o« en {? et {2, et je me
propose de démontrer que u«4, s, seront aussi des polynomes ho-
mogenes de degré ¢ en {2, {~2. D’abord les dérivées uy, etc., seront
comme Uy, etc., homogénes de degré o.. Considérons maintenant les
différents termes de ®,; nous avons d’abord :

1° Ceux des termes du premier membre de (7 bis) qu’on a fait
passer dans le deuxiéme membre parce qu'ils ne contenaient pas

Y

de quantité inconnue. Ils sont égaux 4 un facteur numérique

prés a
ug SB (e<g, B<q,a+E=79q),
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1y ou sg pouvant étre remplacés par une de leurs dérivées; ce sont

donc des polynomes homogénes de degré ¢ en et §72;

15m2u . {
2° Les termes provenant de e ils sont de la forme

Cugug (2+B=¢g—1)

et par conséquent homogénes de degré ¢ en §2,87%;

3 m2s? .
3° Les termes provenant de ”; ; ils sont de la forme

tsasg (a+B=g—1);

ils sont donc aussi homogénes de degré g.

Donc ®, est un polynome homogéne de degré ¢ en L2, {2

Mais z, et s, se déduisent de ®, par les équations (13); les termes
de g et s, correspondent & ceux de ®g et contiennent les mémes
puissances de {; donc u, et s; sont les polynomes homogenes de

degré ¢ en C2, {72, C. Q. F. D.

Il résulte de 12 que, sil’on développe le coefficient de {2% ou {2
suivant les puissances de m, le développement contiendra seule-
ment des termes oit 'exposant de m prendra les valeurs

ok, 2k-+4, 2k+ 8,

Ce développement procédera donc non pas suivant les puissances
de m, mais suivant celles de m*. C’est ce qui explique la conver-
gence extrémement rapide du procédé de M. Hill, chaque ap-
proximation donnant 4 ou 3 décimales exactes nouvelles.

329. Je dis maintenant que les coefficients § et » calculés d’apres
les procédés précédents sont des fonctions rationnelles de p.
Supposons en effet que cela soit vrai aux approximations anté-
rieures; je dis que cela est encore vrai 4 'approximation suivante.
En effet, cela sera vrai des coefficients de ®, formés par
multiplication en partant de ceux de ug, sz(«<<g); cela sera
donc vrai des coefficients @ et o/ qui figurent dans les équations (13);
les coefficients de ces équations (13) étant rationnels en p, il en
sera de méme des inconnues & et n, ¢’est-3-dire des coefficients
de u, et s,. C. Q. F. D.
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Quels seront les facteurs des dénominateurs de ces fonctions
rationnelles? Il est aisé de les déterminer. En effet, la résolution
des équations (13) introduit au dénominateur un facleur qui estle
déterminant de ces équations, lequel est égal &

/—;:(p'*’-—-.ip—2+ 2k?).

Les facteurs du dénominaleur seront donc les polynomes
pr—ip—2—+ 242

oul’on devra donner & £ les valeurs paires successives

ce qui donne les polynomes

5 pr—-4ip—+6,
p*—ip+ 3o,
pr—4p+70, ...

(17)

Si donc on développe le coefficient de {24+ suivant les puis-
sances de m, le coefficient de chaque puissance est une fonction
rationnelle de p dont le dénominateur est un produit de facteurs
de la forme (17), chacun de ces facteurs pouvant étre élevé 4 une
puissance supérieure & 1. 1l ne faudrait pas en conclure pourtant
que le coefficient de {****, considéré comme fonction de pet de m,
est une fonction méromorphe de ces quantités, ou encore qu'il se

réduit & une fonction méromorphe de m quand on fait p = m.

329 &is. Quoi qu’il en soit, approximation par ces méthodes est
extrémement rapide. M. Hill a calculé les coefficients ou plutdt
leurs rapports avec 13 décimales; la premiére approximation lui
donnait généralement 6 décimales exactes, la seconde 11 et la
troisizme 15. D’autre part, la décroissance des coefficients est aussi
trés rapide; dans le développement de u, par exemple, les coeffi-
cients de &, {3, ... diminuent trés vite, chacun d’eux étant
environ la trois-centi¢me partie du précédent. Le coefficient de {
qui est naturellement le plus grand nous donne le terme principal
de l'orbite non troublée; viennent ensuite ceux de {3 et de {~* qui
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correspondent 2 l'inégalité considérable connue depuis la fin du
moyen ige sous le nom de variation.

Les valeurs numériques sont donc trés exaciement connues;
mais nous ne possédons encore queles rapporis de nos coefficients;
les équations (7 bis) et (8 bis) contiennent en effet une indéter-
minée C, et nous avons profité de cetteindétermination pour sup-
poser que le coefficient de § dans «, de méme que celui de ¢!
dans s, est égal a 1. Cela revenait & satisfaire aux équations (14) en
faisant

t=mn=o, a—+ Cg=o.
(Cest ainsi que nous avons opéré A la fin du n° 327. Nous avons
ainsi trouvé une solution particuliére des équations (7 bis)
et (8 bes),
u=14(L), s=%(2)
caractérisée par ce fait que, U et §; étant imaginaires conjuguées,
le coefficient de { dans ¢ ({) est égal & 1. Alors nous aurons une
autre solution en faisant

u=ay¥ (%), s=ab(%),

a la condition de changer l'indéterminée C en a;C. Il reste a dé-
terminer .

Pour cela, il faut (aprés avoir fait p = m) revenir aux équations
primitives, qui peuvent s’écrire

, 3 XU
W+omiv— - m*(u—+s)+— =0
2 rs !

et voir quelle valeur de @, correspond & la valeur donnée de x.
Pour cela soit
-
O (2y = P2U1.
b(0) =Y arlhet;

il viendra pour t=o0,{=1:
r=u=s= “ozak—’: ao (1),
W= iaoz(z k1) ag, u”=——a02(2lc+ 12 ag.

Les coefficients a; étant connus, on connait donc facile-
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ment ¢ (1), ¥/ (1), 4" (1), et il vient
(18) ad()[V (1) +2mid' (1) —3m*y (1)] ==,

d’ou I'on tirera sans peine ;.

330. On voit facilement que la résolution de I’équation (18)
entraine 'extraction d’une racine cubique. Nous devons donc nous
attendre a trouver que, dans le voisinage de certaines valeurs sin-
guliéres m,, 'expression de a, et par conséquent celle des autres
coefficients de u qui sont @, a;, @ G2, ---, contiennent en fac-

teur (m — mo)—% ou (m — mo)%, par exemple.

C’est en effet ce qui arrive pour m =1.

Supposons donc qu’on veuille développer a, suivant les puis-
sances de m; alors la convergence sera comparable & celle d’une
progression géométrique de raison

n
-_2

ny

m, étant le point singulier le plus rapproché; si ce point est 1,

. T .
puisque m = o’ cette raison sera

Si I'on avait développé suivant les puissances de

' n m
m= -~ =
ng I+m

»

comme I'a fait Delaunay, la raison aurait été

~

m. 2
my 18’
donc notablement plus grande.

On arrive au méme résultat en ce qui concerne le développement
de ay; le point singulier le plus rapproché provient avant tout de
la présence du facteur p?—4p-+6 dans nos dénominateurs
(cf. n° 328 in fine); dans ce facteur on fait p = m, de sorte que
I'on a & peu prés ’

mi— fmo+ 6 =0,
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[mo | =6
et, pour la raison de la progression,

m
my

I

12.y/6

avec m/, on aurait eu

Imo] 6 /16
P — — - = -
L | = | 1+ my | 144 + 0 ‘ 11
et, pour la raison,

_ /i

126

On voit combien il est plus avantageux de choisir m comme pa-
ramétre au lieu de m'. Naturellement la méme différence se
retrouve dans le calcul des termes suivants, puisque les nouveaux
développements que 1'on obtient pour ces termes se déduisent de
ceux que nous venons d’obtenir pour les termes d’ordre zéro.

m'
I
mi

330 &is. Une solution particuliére remarquable s’obtient en fai-
sant x = o; on trouve alors

w=olk4 Bk, s = Blk+ ol
a, B et k étant liés par les relations

A J—, 4__?’.. 2>_§ 2
a< k—upk 5P me_o,

3 3
— A2 g e = D2} — — 2 —
ﬁ( R4oapk 217) S ami=o,

3 z 9
2 2 p2 2 b=
(l. + -p ) 4p2k i mi=o,
ou, en faisant p = m,
kt—m2lkt=o.

Pour que cette solution nous convienne, il faut-que £ soit entier
impair, et par conséquent que l'on ait

m=1, m =3, m=>5,
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La courbe décrite par le point z, y se réduit alors & une ellipse.
Mais cela correspond & = = o, c’est-a-dire, en se reportant &
Péquation (18), a
$2(1) [47(1) + 2mid’ (1) — 3m?d(1)] = o.

Sialors on donne & » une valeur donnée finie, il faut faire @, = .

Done, quand m se rapproche de la valeur 1, la trajectoire T du
point 2,  tend 4 étre de plus en plus semblable 4 une ellipse, mais
les dimensions absolues augmentent au dela de toute limite; c’est
de cette facon que s’introduisent dans a, des facteurs tels que

Wi

(m—t)— N

ainsi que nous 'avons expliqué plus.haut.
L’ellipse a laquelle on parvient en faisant m = 3, m = 3, ekc.,
ne fait pas partie de la série de solutions que nous envisageons ici,

27

. . s _ . 2T
puisque la période n’est plus 2w, mais =5 e
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MOUVEMENT DU NOEUD.

331. Nous allons maintenant déterminer les termes du premier
degré par rapport 4 l'inclinaison E, ; nous négligerons donc comme
dans le Chapitre précédent la parallaxe et 'excentricité solaire Eq;
seulement nous ne supposerons plus z = o.

Dans ces conditions, nous avons encore

Un my,
] = s PrAGh
3cos2y —1
Py= —-—2—{-— > AC.cosy=u=z;
mais on a
AC = ri= 22+ y3 4 32,
d’ott
’27' =__n§ ).zi_yi_ zi.
, . m} 2
D’ailleurs
Ej_ my -+ mq
mi r
d’out
2 2 2
F' = ngo'+ X2 Y24 Z My~ my
2 r
07— Y2 52
+ (X —Ya) —n BRI,

Cela posé, nous retrouvons les équations (1) du Chapitre précé-
dent, avec cette différence que AC=r ne représente plus \/z2 + 372,

mais /22 + y2* + 52,

Nous trouvons ensuile

iz_dF'__z
dt— dZ — 7
d*sz _di _  dF' _ . my~+ mq
AT ds T Mt T T a o
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Si nous posons, comme au Chapitre précédent,

= (e L = me
T = (ny— ng)t, m= o’ z—<nl_n2),,
d?
z'==2E§:
I'équation précédente devient
(1) 2"+ 8z =o0,

avec

%
j— 2 —
8 = m2+

Si nous cherchons les termes de ’ordre de l'inclinaison, nous
négligeons le carré de l'inclinaison et par conséquent 32; nous
pouvons alors prendre

r=yzt+ y?,

de sorte que nous retombons sur les équations (1) du Chapitre
précédent, sans changement. Et comme nous devons faire E, = o,
puisque les termes que nous voulons calculer sont indépendants
de Pexcentricité lunaire E;, nous devons prendre pour z et y la
solution particuliére étudiée dans le Chapitre précédent. Donc z
et y sont des fonctions connues du temps, développables suivant
les puissances impaires positives et négatives de { = e’%.

3;-: nous est ensuite donné par l'intégrale de Jacobi

d’ot 'on déduit aisément % et 0.

Donc @ est une fonction connue du temps développable suivant
les puissances paires, positives et négatives de .

Nous avons vu que, quand on introduisait les deux parameétres p
et m qui figurent aux équations ( 3 bis), (7 bis) et (8 bis) du Cha-
pitre précédent,

Tt =g (z +ty),
st = (z—1iy)

sont développables suivant les puissances de p, m2§2, m2{~2; il
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en est donc de méme de ©, de sorte qu’aprés qu’on aura fait p=m,
@ sera développable suivant les puissances de

m, m2{2, m2(2

De plus, quand on changet en — <, ou { en {~', « se change
en s, de sorte que r et © ne changent pas.

Si donc nous posons
e =E GI:C”‘,

Op= e—-/:y

on aura

et on pourra écrire

0 =06)+208;c052% +202C084T+....

© étant développable suivant les puissances de m, m?g2, m2{2,
le coefficient ®; contient en facteur m?%, de sorte que les coeffi-
cients @ décroissent trés rapidement.

332. 1l s’agit donc d’intégrer I'équation (1).

Cette équation est de méme forme que celle que nous avons exa-
minée au Chapitre XVII des Méthodes nouvelles de la Méca-
nigue céleste. Nous savons donc :

1° Que cette équation admet deux solutions particuliéres de la
forme

(2) z=cigTy(t), 5=e8TY(—n),

{(~) étant une fonction périodique de la forme
MOED NI

ot & prend toutes les valeurs entiéres positives et négatives.

Nous devons remarquer en effet que I'équation (1) ne change pas
quand on change v en — <; l'existence de la premiére des solu-
tions (2) entraine donc celle de la seconde.

2° Nous aurons ensuite les deux solutions

a=F(z)= elevy(z)+ e~issy(—n),

5= f (%) = Mewry(x) — e-iavy(— )],
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dont la premiére est une fonction paire et la deuxiéme une fonc-
tion impaire de .

Nous pouvons achever de déterminer (<) (qui n’est encore dé-
terminé qu’a un facteur constant prés) et la constante %, de telle
sorte que

F(oy=1, F'(o)=o,
J(o)=0, S (o)=1,
c’est-a-dire

b |~
N

(0)=

3° En vertu d’un théoréme démontré dans mon Mémoire Sur
les groupes des équations linéaires (Acta mathematica, t. IV,
p. 212) et rappelé dans Les méthodes nouvelles de la Mécanigue
céleste (t. II, Chap. XVII, p. 230), la fonction F(z) considérée
comme fonction des O est une fonction entiére.

Nous trouverons alors

F(=<) =2bkcos(g +2k)=,

k variant de — e & + co.
La fonction {(%) est périodique de période =, de sorte que
l'on a

(3) Y(m)=y(0)=2, F(x)=cosgm.

333. L'équation F (=) = cosg= a une grande importance; c’est
elle en effet qui va nous permettre de déterminer g, c’est-a~direle
mouvement du nceud.

En effet, la solution générale de I’équation (1) peut s’écrire

z=E,F(7+ w,),

E, et m, étant deux constantes d'intégration, la premiére représen-~
tant la constante d’inclinaison, et la deuxiéme la constante w; qui
figure dans la formule du Chapitre XXIV,

Wy == Wy = Nyl -+ Ty

. . n .
Si nous faisons en effet g = o *— on voit que la formule pré-
A
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cédente peut s'écrire
z =2E2 brcos(wy, 4+ wy -+ 2kwi— 2kws),

ol nous reconnaissons la forme des formules du Chapitre XXIV. (11

. . . T .
suffirait de changer la constante arbitraire ©; en w;—+ - pour avoir

un sinus au lieu d’un cosinus.)
Cela posé, les passages au nceud s’obtiendront en faisant 5 =o;

le terme principal du développement étant

Eg bo coswy,

les passages au neeud ascendant auront lieu sensiblement pour
kre
Wy ), = §T 4+ W, = -2--

Dans l'intervalle de deux passages au nceud consécutifs, la diffé-
rence des longitudes moyennes de la Lune et du Soleil aura aug-

’ : 27T . .
menté sensiblement de s I’on considére n + 1 passages consé-
sécutifs au nceud ascendant, cette différence aura augmenté

. 27N
sensiblement de %- » et cela d’autant plus exactement que n sera

plus grand. Donc g mesure le moyen mouvement du nceud.

334. Pour calculer F(z), voici comment nous allons procéder.
Posons
6, = g%
et écrivons 1’équation (1) sous la forme

(4) 3+ g2z =(0,—0)s,

puis cherchons & développer F (<) suivant les puissances de ©,,
8,, etc.; le développement sera trés convergent, puisque nous avons
vu que ces coefficients sont trés petits, et d’autre part que F(<) est
une fonction entiére de ces coefficients.

Représentons alors par z,, 54, ..., 5 les termes de F(z) qui
sontdedegréo, 1, ..., k par rapport aux coefficients 9,, 0,, .. .;
nous aurons, pour déterminer successivement

B0y By rey By ey
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le systéme d’équations

s+ g*5 =0,

(5) 2+ g3 =(8,— 0)z,,
e )

I+ q2ap= (09— 0)zz4.

Ce sont des équations linéaires a coefficients constants et a
second membre, immédiatement intégrables; il faut, pour achever
de définir 2o, 21, ..., 2k, se donner les conditions initiales qui
seront

Zo=1, zy=o0, 3 =3;=o0, . Zp= Zp=o0.

Nous trouvons d’abord

Z)=CcosgrT,
et pour 3 une expression ol figurent des termes en
(6) cos(2) + g)%, =W+isin(2/ + g)7, =<MWcos(2j + q)7,

J et . étant entiers et 21 - 1 étant au plus égal & k.

En effet, il est aisé de vérifier que, si cela est vrai pour 3x_4, cela
sera vrai également pour z.

Ainsi le terme général du développement de F(z) sera de la
forme (6); il est aisé d’en apercevoir la raison : nous avons trouvé

F(x) =26,cos(g +2j)=.
D’autre part, g est développable suivant les puissances de 8,
0., ... etse réduitd g pour @, =0,=...=o0.
Je puis donc écrire
F(7) = Y\bsc08(g -+ 27 + (g — ¢)7]
et développer suivant les puissances de g — g; soit alors

cos% =2 apTi®,  sing =z Burir+t,

les coefficients «, et (3, ayant les valeurs numériques bien connues;
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il viendra
F(=) = 2 bjay(g— q)<2tcos(g + 27 )%

(7) ‘
' —Zb/?ay_(g—g)’!l+1129+15in(q+2j)':.

On peat ensuite développer les &; et les puissances de g —g¢
suivant les puissances de @, 02 ..., et Pon devra retrouver le
méme développement que par le moyen des équations (5). On voit
que le terme général est bien de la forme (6).

335. Voyons comment on peut se servir de ces développements
pour déterminer g et les coefficients &;.
Supposons que l'on ait déterminé

S0y Bty eeey Bh;
on a donc, & des quantités prés de 'ordre de m?*+2,
F(z) =3+ &1+ .. 31y

et F(z) se présente sous la forme d’un développement (7) dont
tous les termes sont de la forme (6).

Dans ce développement, conservons seulement les termes pério-
diques purs en cos(g -+ 2] )7, ceux o < ne sort pas des termes tri-
gonométriques; les coefficients de ces termes seront précisément
les coefficients b; cherchés, au méme degré d’approximation, ¢’est-
a-dire a des quantités prés de Pordre de m¥+2; et en effet a, est
égald 1.

Pour déterminer g nous calculerons F (=) en faisant © == dans
le développement (7) et nous aurons ensuite g par I'équation

F(n)=cosgm.
En faisant cette substitution on trouve
F(x)=Hcosgn + H'singm,

H et H' étant des fonctions entiéres de 0,, ©,, . ...

D’autre part, les coefficients de ces fonctions entiéres seront des
fonctionsrationnelles de g ; car, siles coefficients de zz_; dépendent
rationnellementde ¢, il en sera de méme, en vertu des équations (3),
des coefficients de ;.
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Les premiers termes sont

COSgTW=COSqT| I— =6} '
&7 A I 2592([-91)2
— w0} (15g*— 352+ 8) w0}

+sing = -+ = v :
qr[kiq(!— 9% " HP—g i —q)
Quand on change ven =+ l;, 0, 0,, 05, ... changentdesigne;

la valeur de cosgw® ne doit pas changer. Done, dans le déselop-
pement de F(x), ©,, @3, 05, ... entreront avec un exposant pair.
Supposons un instant

0=0;=0;=06;=...;
alors ® admettra la période g; alors, quand on changera<en~ 4 z,
82, 961 8107
changeront de signe; donc 0, @, ©,y, ... ne pourront figurer
qu’a un degré pair, & moins d’étre multipliés par
9%, 9§, sy 91633 6195,

De méme
e-'n 012, 6201
ne pourront figurer qu’a un degré pair, & moins d’étre multipliés
par
8%, 6%, ..., 0,05, ..., 03, 8%, ..., 0,85 ....

336. Méthode de Hill. — Hill raméne le probléme 4 la résolu-
tion d’une infinité d’équations du premier degré & une infinité
d’inconnues. On pourrait se demander si cette méthode est suffi-
samment rigoureuse; elle peut étre complétement justifiée, mais je
renverrai pour cette justification aux Méthodes nouvelles de la
Mécanique céleste (t. I, Chap. XVII, p. 260 et suiv.).

Faisons dans I’équation (1)

5= eleTY(n) = Y bl
il viendra
_2 bi(2k 4+ g) <3k+g+zejbkt:k+:f+g= °

P. — 1 (2) 4
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ou, en égalant les coefficients de §2/+,
(8) [Go—(2j+g)2jbj+29,~_,,bk= 0.

On obtient ainsi une infinité d’équations linédaires entre les in~
connues b;; pour les déterminer, considérons les expressions
linéaires

8 j—4
by -I-E .
8o — (2.] -+ E)g

Ces expressions doivent s'annuler pour §=g. Formons leur

déterminant et appelons-le O (§)-

Je suppose pour cela que 'on donne & j et a & toutes les valeurs
entiéres positives et négatives depuis — p jusqu’a -+ p inclusive-
ment. Nous aurons alors un déterminant fini de 2p +1 lignes et
de 21+ 1 colonnes. Alors [ (§) sera par définition la limite de ce
déterminant quand p croit indéfiniment.

Ce déterminant converge; nous pouvons remarquer en effet que
les éléments de la diagonale principale sont égaux & 1.

Dans ces conditions, on a

1Al < eSlal,
en désignant par « les divers éléments du déterminant autres que
ceux de la diagonale principale. Le déterminant convergera donc
avec El al; c’est ce que démontreraient les considérations expo-

sées au Tome II des Méchodes nouselles (loc. cit.). Or ici

Z[al=22191|2m.

Or cette série converge absolument et uniformément, sauf si
8= (2) +§)?
ou, puisque @,= g3, si
= — zj = q.
Donc O () = limA existe; ¢’est une fonction de § qui ne change
pas quand on change § en £+ 2 ou en— &; cela revient en effet a

changer l'ordre des lignes et des colonnes de notre déterminant
d’ordre infini, soit en faisant avancer toutes les lignes et toutes les
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colonnes d’un rang (si 'on change & en £+ 2), soit en retournant
le déterminant (sil'on change £ en — §); on aura donc

DG¢+2=0®=0(t)

O (&) est donc une fonction méromorphe de &, quia pour péles
simples
E = — ‘Zj =+ q.

Je dis pour péles simples; en effet, les éléments de la ji¢me ligne
seuls deviennent infinis pour § =— 2/ == ¢ et infinis du premier
ordre.

Or un terme quelconque de notre déterminant ne peut contenir
en facteur qu’un seul élément de la j™° ligne.

Quand la partie imaginaire de £ tend vers 'infini, tous les élé-
ments en dehors de la diagonale principale tendent vers o; done

mO() =1.
Soit
coswt — cosng
CosTE — cosTZL

F(&)=0(%)

Cette fonction est méromorphe; elle ne pourrait devenir infinie
{ue pour )
=—2j%gq,
qui rend O (£) infini, mais qui annule également cos=f — coswg,

ou Pour
§=—2/*Fg,

qui annule le dénominateur cosw§ — cos= g, mais qui annule éga-
lement (J (&) puisque nous avons vu que

O(g)=o
et par conséquent

O(xg)=0(—2/xg)=0.

La fonction F(£) est donc entiére, mais elle tend vers 1 quand
la partie imaginaire de § tend vers l'infini; elle se réduil donc &
{’unité, de sorte qu'on a
E‘ﬁ’f_& —cusmg
coswf — cosmq

O® =
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On peut en déduire plusieurs maniéres de calculer g; par
exemple, & l'aide de I'équation

(9) coswg:x—zsinlf’;zﬂ(o).

337. [l est aisé de voir quelle est la forme de notre déterminant.
Supposons qu'un terme du développement contienne comme fac-
teur I’élément de la a'*™ ligne et de la ' colonne et, par con-
séquent, ©,_;; il devra contenir un élément de la &%¥™e ligne, soit
celui de la ¢i®™ colonne et, par conséquent, 05_,; il devra contenir
ensuite I’élément de la ¢¥"° ligne et de la d**™° colonne, c¢’est-2-dire
©._q, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on retombe sur la aié"‘e colonne,
ce qui arrivera, par exemple, si l'on trouve un élément de
la di#me ligne et de la a@*®¢ colonne dépendant de O4_a.

Donc le terme envisagé contiendra en facteur le produit

02-/0p—0c—dOd~a,

ou un produit analogue, ou plusieurs produits analogues.
Dans tous les cas la somme algébrique des indices doit étre
nulle.

Si 'on observe que
q
8;=8_;,

et que par suite on ne fasse pas attention au signe des indices, nous
dirons que les indices, tous regardés comme positifs, doivent
pouvoir se diviser en deux classes de telle fagon que la somme des

indices de la premiére classe soit égale 4 la somme des indices de
la deuxiéme classe. On pourra avoir par exemple des termes en

81, ©i, 016, ©10; ©,0,0;. 6,0,0;8;, ....
Le coefficient de chaque terme se présente sous la forme d’une

série infinie, mais toutes ces séries peuvent étre sommées a I’aide
de la formule

1
(10) E =T CotZ T.
z-+n

Considérons, en effet, un terme du développement; ce sera le
produit de certains éléments du déterminant; parmi ces éléments,
les uns appartiendronta la diagonale principale et nous n’avons pas
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& nous en occuper, puisqu’ils sont égaux 4 1; les autres n’appartien-
dront pas i cette diagonale, et ils seront en nombre fini (sans quoi
notre terme contenant en facteur m 4 une puissance infinie serait
infiniment petit).
Appelons [7, k] 'élément de la 7™ ligne et de la k™ colonne,
et supposons par exemple que le terme envisagé soit le produit des
éléments

(@, 8][b, c][e, d][d, a][a’, &'][&, ¢'][¢, a'].

Il contiendra alors en facteur, comme nous venons de le voir, le
produit °

(11) 05-60p—c0c—d0d-00u'—1'Ob—e'O¢—a's

et le coefficient de ce produit (11) sera une fonction rationnelle
de £ que J’appelle R(£).

Considérons maintenant le terme
[a+n,b+n]...[d+n,a+n][a'+n, b'+n]...[d +n, a'+n];

il contiendra également en facteur le produit (11), mais avec le
coefficient R (§ + 2n).
Le coefficient définitif sera donc

ZR(&—;—zn)'.

Pour évaluer cette somme, décomposons la fonction ration-
nelle R(£) en éléments simples :

R = Doy

Frg+am =X s

La sommation par rapport & n peut se faire par le moyen de
'équation (10). Si dans la décomposition de R(§) figurait un
terme )

d’otr

A
(E—a)y’
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on obliendrait la sommation par rapport & 2 de

~ A
Z(E—an—a)l"

en différentiant I'équation (10).

En fait notre fonction R(§) n’admettra pour péles, comme nous
I’avons vu plus haut, que § =— 27 == g et ces péles seront simples;
Papplication de la formule (10) introduira donc seulement

cot(s—_'- 2:———:‘: q) = =zcot—(§%=¢q),

LR

Cela s’applique au cas ot nous n'aurions en facteurs qu’un seul

produit de la forme
ea—b eh—c 6(‘—(19d~—a'

Dans le cas oti 'on aurait en facteur deux (ou plusieurs) produits
de cette forme, comme il arrive, par exemple, dans le cas du pro-
duit (11), les choses seraient un peu plus compliquées.

Supposons que nous ayons & envisager le produit des éléments

[n,n+alln+a,n+b][n+ b, n][r, n'+a'][n'+a, n'],

et que nous fassions varier n et n/, en supposant que a, b, o’ ne
varient pas. .
Nous aurons alors partout en facteur le produit

02050050, 0_g,

qui ne dépendra ni de », ni de n'; ce produit sera multiplié par un
coefficient qui dépendra de &, de n et de n’ et qui sera de la forme
R(£+n)R'(§+ '),

R et R/ étant rationnels. Nous aurons donc 2 calculer
Y RE+n) R+ ),

en donnant & n et & 7' toutes les combinaisons de valeurs possibles,
en excluant seulement celles pour lesquelles la différence n— 1’
prend certaines valeurs parliculi¢res; car une des quantités n.
n—+ a, n~+ b, nedoit pas étre égale 4 une des quantités n’, 0’ + a'.
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Supposons que a,, as, ..., o, soient les différentes valeurs que
ne doit pas prendre n'— n; expression 4 évaluer,

DRE+R G+,
pourra s’écrire

2R(E+n)ER’(E+n)—-ZP(E+n, al)—...—zP(ﬁ—i-n, ),

ol
P (&, a:) = R(§) R'(§ +au).

Chacune des sommes qui figurent dans cette expression est de
la forme ZR(E -+ n) et peut s'évaluer comme nous venons de

Pexpliquer.
On peut voir que [J(§) est de la forme

D(E)=A+Bcot:;(E+q)+Ccot§-(E—q)
(12)

+Dcot§(§+q)cotl;(5—Q):

A. B, G, D étant développables suivant les puissances de ©,,
0., ..., et les coefficients de ce développement étant des fonctions
rationnelles de g.

Nous avons trouvé, d’autre part,

coswf —coswg
cosTf — cosmg

Oy =

et
F(n)=cosng = Hcosgx + H'singm,

H et H’ étant comme A, B, G, D des séries procédant suivant les
puissances de 8,, @, ..., et avec des coefficients rationnels en g¢.
On a donc
—H)cosgm — H'singw

coswi — coswq

O¢y =1+ &

Il suffit pour retomber sur le développement (12) de remplacer

(coswk — cosmg), 2?: g
par
zsin‘;’(é-ﬂ-q)sin%(&-— 7), ':?:[1;(54—9)—2(5—97)],



56 CHAPITRE XXVI.

de fagon & tout exprimer en fonction des lignes trigonométriques

des deux angles 1;-(5 +gq).

338. 1l reste a déterminer les coefficients b;. Pour celareprenons
le déterminant (J(£) et remplagons-y dans la ligne de rang zéro

8..2 6—1 61

se ey q—z.—_.——s; 3 F:_? ) I N 5—2—;——2—2 )
par des indéterminées
vey Dogy Z—q, Zoy X1y eee}
le déterminant continuera & converger pourvu que les indétermi-

nées soient limitées (cf. Méthodes nouvelles, t. I, Chap. XVII,
p- 265). Il sera de la forme

A=...+ Bz + Byzg+ By z;+ Bazy+. ..,

les B étant des fonctions de &, qui admettent les mémes pbles
simples que O (&) sauf § === ¢; de telle sorte que

Bj(cosmt — cosmq)

est une fonction entiére.

Je dis que, pour § = g, on a By= b;; il suffit pour cela de dé-
montrer que les By satisfont aux équations (8), c’est-a-dire que A
s'annule quand on y remplace z; par 1 et zx(j 2 k) par

-k .
8—(2/+ &)

C’est ce qui arrive car, pour j 20, on obtient ainsi un déterminant
ayant deux lignes identiques; et, pour j = o, on obtient le déter-
minant (0(g) qui est nul. C. Q. F. D.

339. Nous pouvons nous rendre compte de l'ordre de grandeur
des coefficients bx. Pour cela reprenons les équations (5) et cher-
chons & former 4 I'aide de ces équations non plus la solution F (<),
mais la solution

z = elgT Y (1) =Ebktg+:/c.

Nous observerons alors que 8, — © est développable suivant les
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puissances de m, m2g2, m2572; et je dis qu’il en sera de méme
de z¢-8.

Sil’on intégraitles équations (3) par approximations successives,
on verrait, par une analyse toute pareille & celle du n° 334, que =z
se présente sous la forme suaivante,

E p,,‘,.p'—;u C‘?""’f,

de sorte que 3§77 est développable suivant les puissances de m,
de =, de §2 etde {~2; je me propose d’établir que 2477 est dévelop-
pable suivant les puissanceé de m, =, m22, m*{~2; cela peut se
démontrer par récurrence, car les équations (5) montrent que, si
cela est vrai pour szx_,, cela le sera également pour s;.

De cela il résulte que b4 contient en facteur me*%, ce qui montre
que les coefficients bz doivent décroitre rapidement.

340. Nous avons vu que g définit le mouvement moyen du
nceud, mais nous n’avons qu’une premiére approximation.

En effet nous avons négligé E,, E,, « et le carré de E,.

Le véritable mouvement du nceud peut, d’aprés le Cha-
pitre XXIV, se développer suivant les puissances de

2 2 2
E3, Ej, E3, o2,

et g(n, — n.) ne nous donne que les termes de degré zéro de ce
développement.
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MOUVEMENT DU PERIGEE.

341. Je suppose qulon ait un systéme quelconque d'équations
différentielles ; pour simplifier, je supposerai deux équations seu-
lement et deux inconnues z el y, et j'écrirai ces deux équations
sous la forme )

F (2, 5, 2.y 2"y, 2, @) =0,
Fy(z, Y 2, Y, z”?}’”? ap, %) = 0,

(1)

ol «, et a, représentent deux paramétres trés petits.

Je suppose qu’on sache trouver une solution particuliére S des
équations (1) en supposanl ¢, =d, == 0; je me propose d’en déduire,
pour les petites valeurs de =, et de a,, toutes les solutions peu dif-
férentes de la solution S (il y en aura évidemment si ¢, et a, sont
trés petits).

Je me propose de développer ces solutions suivant les puissances
des paramétres o et de certaines constantes d’intégration 3, B,,
B3, B4 qui s’annulent pour S.

Nous connaissons déja les termes de degré zéro de ce dévelop-
pement et nous voulons déterminer successivement les termes de
degré 1, de degré 2, etc. ‘

Soient z = 4, ¥ = ¥, la solution S et posons

d
X = az F (20, Y05 24, ¥os 255 0, 05 0),
0

cette dérivée é‘tant c.alculée en regardant 2z, ¥4, Xy, Vos Loy ¥y
comme des variables indépendantes,

_ar . dF
Y-—--d}-;’ X—Z'T—;], ey
x, = 2

dzy’
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Supposons qu’on ait trouvé le développement exact jusqu’aux
termes du A" ordre inclusivement et soit

xZ = xy, Y =Yk
ce développement; si nous substituons ce développement a la place
de z et de )~ dans les équations (1), les premiers membres devront
s'annuler aux quantités prés du (4 + 1)*™e ordre. Donc
F(zi, yi), Fi(zr, yi)

seront des fonctions cornues dont le développement commencera
par des termes d’ordre k£ —1.
Soient maintenant

z=ap+8r, ¥y =yr+¥,

et supposons que nous voulions calculer oz et gy jusqu’aux termes
du (k—+1)%® ordre inclusivement et en négligeant ceux du
(k + 2)*™e ordre.

F(z, y) = F(zz+ bz, yr+dy)

pourra se développer par la formule de Taylor, sous la forme
dF I d:F .
F(x/ﬂ}’k) +Ed—x'ez'+ EZQ—EOZ‘Q-F....

Les termes en 822 (de méme que ceux en 8z 3y, oz dx/, etc.)
sont négligeables, car 3z* est d’ordre 24 + 2.
Dans le coefficient de 8z, nous pouvons faire

Z=2y, Y=o A= c2=0.

. . dF
Cela donne une erreur du premier ordre dans le coefficient T

et, par conséquent, une erreur d’ordre 4 -+ 2 dans le produit

g-g 8z, puisque 8x est d’ordre k& -+ 1. Cela revient & remplacer

dF dF dF
E’ @’ 'd_zj’
par
X, Y, X, ....

Il reste donc (avec ce degré d’approximation)

F(z, y) = F(z 7%) +2X8x,
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en posant
2 X8z =X 8z + Yiy + X' 32"+ Y 8y’ + X" 32"+ Y' 8y,
de sorle que les équations (1) deviennent

‘ EX 8x =—F (2, Yi)
(2) ¢
( in Sx =—Fy(zr yu):

les seconds membres sont connus de méme que les X, de sorte que
les équations (2) sont des équations linéaires & second membre.
Les premiers membres demeurent les mémes & toutes les ap-
proximations.

Supposons en particulier qu’on veuille déterminer les termes de
degré 1, en supposant «,=a,=0; les seconds membres de-
viennent alors (pour la premiére équation, par exemple)

F (20, Y0, 0, Y55 @51 Vs 21 2,
ou, puisque 2%, = gy = 0,
F (@0, y0, #0: Y61 @0, Y01 05 ©)-
Mais cette expression est nulle, puisque
=%y Y=o

est une solution des équations (1) pour o = a; = 0.
Les équations (2) deviennent donc

‘EX 8z = o,

(3) §

( 2)&1 Sz =o.

Ce sont des équations linéaires sans second membre.

Mais on sait que, pour intégrer des équations linéaires avec
second membre, il suffit de savoir intégrer les équations sans
second membre; on n’a plus & effectuer ensuite que de simples
quadratures.

Done, quand on saura déterminer les termes de degré o
et ceux de degré 1, pour a;=ay;=o [c’est-d-dire quand on
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saura intégrer les équations (3 )], on saura déterminer par qua-
dratures les termes de degré supérieur quels que soient o,
et o,.

Les équations (3) ont re¢u le nom d’équations auz variations
(cf. Méthodes nouvelles, t. I, Chap. IV).

Dans le cas qui nous occupe, ce sont la parallaxe « et ’excentri-
cité solaire E; qui jouent le réle des paramétres o, et uy; le réle
des constantes 3 est joué par

(4) Eieiw, E;e-im, E,eit:, Eye-ita,

Nous avons déja déterminé au Chapitre XXV les termes de
degré o; il nous reste donc & déterminer les termes de degré 1 par
rapport aux constantes (4), ¢’est-a-dire par rapport 4 E, etd Eo, en

supposant E
a=Ez;=o0;

on n’aura plus ensuite & effectuer que de simples quadratures. Au
Chapitre XXVI, nous avons calculé les termes de degré 1 par rap-
port 2 Ey; nous avons maintenant a calculer les termes de degré 1
par rapport 4 E,.

Tel est le principe qui va nous servir & calculer les différents
termes de nos développements; nous verrons dans les Chapitres
suivants quelles modifications de détail il convient d’apporter 4 ce
principe pour qu’il s’adapte parfaitement & notre objet.

342. Voulant calculer les termes de degré 1 par rapport a E,,

nous devons faire
Ey=E;=a =o0;

nous retombons done sur les équations du Chapitre XXV'; nous
avons d'abord z= o, puis les équations (4) du n° 324 :

( z"—omy'—3m2zx + % =o0,
(%) ¢
( ¥ +omax' +-5 =0
Nous avons trouvé plus haut au Chapitre XXV une solution par-
ticuliére de ces équations (5), soit

2 = Zg, Y =JXo:
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il s’agit d’en trouver une solution plus approchée
z=z+32, y=rot+ ¥,

. . C oy
en négligeant le carré de E; et par conséquent celui de sz et 3y.
Formons donc les équations aux variations des équations (5); il
viendra

(6)

dz'— amdy —3miiz +Adzx+Biy=o,
;8}/’+2nz8x’ +Bdz+Cidy=o,

€n posant

2 % dz2 % dz %
r=in(-5) rrmEm(-i) c=m())
et en remplagant bien entendu dans A, B, G, aprés différentiation,
Z ety par z, et yo.

Les équations (6) sont des équations différentielles linéaires
en dx et Oy, puisque A, B, C sont des fonctions connues. Le
systéme formé de deux équations du deuxi¢me ordre est du qua-
trieme ordre; il admettra donc quatre solutions'indépendantes.

Deux de ces quatre solutions sont déja connues. En effet, les solu-
tions du Chapitre XXV,

T=%, V=Yoo

dépendent en réalité de deux constantes arbitraires; nous avons
trouvé en effet pour x, une solution de la forme

zy=¢(7, m)

et de méme pour y,. Or

e
ny— ng

=(m—n)t, m=
La solution continuera & convenir si l'on change ten ¢+ ¢, de
sorte qu'il reste

n
Ty=¢ [("1'—"':) (Z+e), ;l,——zl—z,]

avec deux constantes arbitraires ¢ et n;, ou bien

Zg = 9[%(!—)—:), m].
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Nos équations aux variations (6) admettront donc comme solutions
particuliéres

o __d-'l'o N _d}’o
=g V=g
8x=(—lﬂ’, 0 =£

en prenant pour variables indépendantes £, ¢ et m, ou bien en
revenant aux variables indépendantes © et m,

M dz, s nydyy
=) S&z'_- m dt’ ET o wm
- ¢
l [o=— & 90, 20,y = dre, dre
L “ m dx dm

m dr dm

Inutile d’ajouter que, dans la premiére ligne de (7), on pourrait
supprimer le facteur constant en n, et m, puisque les équations
sont linéaires.

Connaissant deux solutions particuliéres d’'un systéme du qua-
triéme ordre, on sait qu’on peut ramener ce systéme au deuxiéme
ordre; mais il vaut mieux opérer autrement, parce que la seconde
solution (7 ) n’est pas périodique.

Partons donc de I'intégrale de Jacobi

28+ y'? 3Im? zo

et formons-en I’équation aux variations.
Si nous supposons 8C= o, de fagon & éliminer la seconde
équation (7), il viendra

2} 82 +y} Sy’ — 3mra, 0z +

ou, puisque z, et y, satisfont aux équations (5),
8) @) 8+ yh Sy — (& — 2my)) dz — (¥ + 2ma}) 8y =o.

On vérifiera sans peine que la premiére solution (7) satisfait bien
a (8).

Combinons alors la premiére équation (6) avec (8); nous aurons
un systéme (9) qui sera du troisi¢me ordre, et qui admettra comme
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solution particuliére
S =

Grice ala connaissance de cette solulion particuliére nous pou-

vons ramener le systéme au deuxiéme ordre. Posons en effet
Bz +i8y)=(E+in)(z) +1y5)s

avec son imaginaire conjuguée, et prenons pour nouvelles va-
riables £ et 7. Alors, nos équations admettent comme solution

particuliére

d’ou

~N 1 |
oxr = @, Sy =¥,
t+in=§—in=1, §=) n=0;

donc £ satisfait 4 une équation linéaire du troisiéme ordre, qui
admet pour solution particuliére 1, et 7 4 une équation du deuxiéme

ordre de la forme

(10) 7'+ H7y'+Kn=o;
pour ramener cetle équation 4 la forme canonique, posons
n=pp(c),

o étant notre nouvelle inconnue, et o une fonction périodique de =,
telle que
!
il +H=o0.
¢

Alors p satisfait & une équation du deuxiéme ordre de la forme
(11) ¢"+0p=o,

olt ® est une fonction connue de .

343. 1l nous faut maintenant montrer que cette équation (11)
est de méme forme que I'équation (1) du Chapitre précédent,
c’est-d-dire que ® est une fonction paire de 7, périodique de
période = el toujours finie.

Dans les équations (6), les coefficients A, B, C sont des fonc-
tions périodiques, de sorte que ces équations ne changent pas
quand on change © en v+ 7. Si donc nous désignons pour un
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instant par 8,2, 8, ¥, &, 0, ce que deviennent Sz, 3y, §, 7 quand
on change 7 en <+ =, et si 8z, ¢y est une solution, il en sera de
méme de 8, z, 8, y. Mais nous avons

Sz 18y =(§+in) (2, + o),
avec sa conjuguée. Si dans celte équation je change < en = - =,
8z, 8, & m, Zy, ¥
se changeront en

Si@y, Sy, b, M, —@h — 2o,
d’ott

82+ i3y =— (§1+ in1) (%) + i),
ce qui montre que, si §, 7 est une solution, il en est de méme
de — &, — 7 et par conséquent de &, 7,3 ce qui veut dire que
les équations en § et en n ne changent pas quand on change <
en © + =. Donc, dans I’équation (10), H et K sont périodiques.

Si I'on change = en — = et 8y en — ¢y les équations (6) ne

changent pas, car A, B, C se changent en A, — B et C. D’autre
part, x, et y, se changent en — z; et y;. Donc

ox + I8
fin=
Zy == 1Yy
se change en
oz — I8y
= 7 7 =—f- 1y
Ty — Yo

ce qui veut dire que  change de signe et que % ne change pas.
L’équation (10) ne doit donc pas changer, ce qui veut dire que K
est une fonction paire et H une fonction impaire de .

Si nous reprenons I'équation

-‘—2—?—+H=o,

?
nous verrons que

1
¢ = e_ifﬂ d‘t-
Or H est une fonction périodique et sa valeur moyenne est nulle
puisque c’est une fonction impaire; donc f Hd~=, et par consé-

quent, ¢ est une fonction périodique et paire. On en conclura

P. — II (2). 3
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que © est une fonction périodique et paire. Nous verrons d’ailleurs
bientét la fagon de déterminer complétement .

{1 reste & montrer que @ est toujours finie. Pour cela nous
remarquerons que 5z et gy sont finis; donc

. 8 + 8
§ i =
P
ne pourrait devenir infini, = étant réel, que si’on avait 2 la fois
zy =yy =0,

ce qui ne peut arriver, les trajectoires fermées de la Lune (rappor-
tées aux axes tournants), étudiées au Chapitre XXV, ne présen-

tant de point de rebroussement que pour -t— =1,78.

11 faudrait faire voir maintenant que ¢ et par conséquent © sont
finis; pour cela nous allons déterminer %, mais il est nécessaire de

reprendre la chose d’'un peu plus haut.

344. Il serait facile de déterminer v en faisant le calcul tout au
long, mais il est plus instructif de procéder autrement. Les équa-
tions (6) admettent quatre intégrales linéairement indépendantes ;
nous connaissons déja deux d’entre elles qui sont les intégrales (7).

Les deux autres, d’'aprés les propriétés générales des équations
linéaires & coefficients périodiques, seront de la forme

8o + i 8y =2 bylerak+t,

(12)
8 — i3y __.Z crlerakHe,

. ——

et, en changeant en — = et 3y en — 3y, ce qui ne change pas les
équations,

!

‘ @ — 8y =2 bpl—e—tk—1,

-+ ‘°)f =2 Ckg"""’l' i,

o2

(12 bis)

§l

En additionnant ces solutions, on trouverait une solution réelle

sr =2 (br+ ex) cos[ws—+ wi+ {2k +1) 7],

Sy =Z (br—cx) sin[ wy+ w;+ (2k +1)=];
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7
les coefficients by et cx sont réels. Le nombre ¢ nous fait connaitre
le mouvement du périgée de méme que le nombre g nous faisait
connaitre celui du nceud, la remarque du n® 340 restant appli-
cable. On pose

Wi+ w3 = ¢t g,

¢ étant une constante arbitraire el w; représentant la quantité
Wy = w| = nzt + w;

définie au Chapitre XXIV avec les conditions

nz—+ ng ny
==2""7, £ =, =1+ m- .
ny~— Ny ny— njy

Entre les quatre solutions (7), (12) et (12 bis) existent certaines
relations bilinéaires dont nous allons indiquer I'origine.
Considérons un systéme d’équations canoniques

3 dz _d¥ - dy __ dF,
(13) &=L AT I

d’aprés le théoréme du n°® 16, rappelé au n° 318, il existe une fonc-
tion Q telle qu’on ait

2xdy=d&2+2Adz-—Fd¢,

les A dépendant seulement des constantes d’intégration «; on aura
donc, par exemple,
Ew dd1 + Ah

dy I749)
Ewd—% = 'dT,' -+ A:.

Si nous différentions la premiére par rapport & «., la seconde
par rapport i 2, il viendra

dz do - _d_Ai_
das da, d:z, d'z, cial das doy
dz d de dA,

d11 dﬁl dz, d¢1 dﬁg dﬁl
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@u, en retranchant,
E(dx dy _dr dy' _dA; _ dAs
day dy  dag ddg)—~ da, dx,
Comme les A ne dépendent que des constantes d’intégration, le
second membre se réduit 4 une constante.

Supposons qu’on forme les équations aux variations des équa-
tions (13); nous obtiendrons deux solutions particuli¢res de ces

équations en faisant

5 3y = Ay
O.’l'—--d—a-l-v Q}’—E

et
e &

et nous obtiendrons ainsi toutes les solutions indépendantes de ces
équations aux variations. Si donc
Sr =, a.}’ =7, b =£*, oy ="
sont deux solutions quelconques de ces équations, on aura entre
elles la relation bilinéaire

Z(%’r,*— %)= const.

Nous pouvons appliquer ces principes aux équations qui nous
occupent, puisque les équations (4) et (6) du Chapitre XXV
dérivent directement des équations canoniques (1). Les variables

conjuguées sont alors
(z, X), (1Y)

et leurs variations sont
dx
) A pr) -~
oz, oX=om—-n,oy=(n,—n,)(8z"-m$y),
a_}’, Y=2

¥
7 e 8z =(ny— ny) (&)’ + m dz).

Soit alors
dz =20z, X=26%X, &y =81y, Y =6,Y

une solution particuliére des équations aux variations, et repré-
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sentons de méme par des indices 2 une seconde solution particu-
liere; on aura

(81283 X — 8, X 82)+(8; ¥8:Y — &, Y8, )= const.,
ou, enremplacant 6X, Y parleurs valeurs et divisant par n, — n,,

(Ci1x8y2'— Sy ')

([4) N J o> o~ r a a a ~
+ (81 yy —tyiiy)+a2m (8 Y82 — 8y 8 z)= const.

La constante du second membre est nulle si les deux solutions
¢; et 5, sont identiques; elle est nulle encore si 'on combine une
des solutions (7) avec une des solutions (12) ou (12 bis). Si I'on
combine en effet la seconde solution (7) avec (12), le premier
membre de (14) ne contiendra que des termes en

Tfe+r ou [e+n (n étant entier).

Aucun de ces termes ne peut étre constant & moins d’étre nul.

D’autre part, si nous considérons une solution &,, la constante
du second membre ne peut étre nulle, quelle que soit la solution g, ;
sans cela on aurait entre les quatre quantités

3 -3 N ! 3 !
oGz, 1Y, 0xr, Gy

quatre relations homogénes du premier degré dont le déterminant
n’est pas nul, et ces quatre quantités devraient s’annuler a la fois.

Nous devrons donc conclure que la constante du second membre
n'est pas nulle quand on combine entre elles les deux solutions (7)
ou les deux solutions (12), (12 bis).

343. Que devient la relation (14) quand on fait subir & nos
équations les transformations du n°® 342? Il est clair que nous
allons avoir une relation bilinéaire entre deux solutions quel-
conques des équations transformées

15 A 1 19
3 ST
By My B2y -
Cette relation bilinéaire devra étre évidemment satisfaite, la con-

stante du second membre étant nulle quand 'une de ces deux
solutions correspondra 4 la premiére solution (7 ), ¢’est-2-dire quand



70 CHAPITRE XXVII.

on fera

ou bien

Nous en devons conclure que &, et &, ne doivent pas figurer dans
notre relation bilinéaire ; nous aurons donc une relation bilinéaire

cntre
5!1 s T 7)It ]

i li
By ey, T

Si, dans la relation (14), nous prenons pour la solution ¢, la
premiére solution (7), nous retomberons sur I'équation (8) déduite
plus haut de 'intégrale de Jacobi. Transformons cette équation (8)
en faisant

Sz +idy =(E+in)(2'+iy');

elle deviendra

¢ o -~

- 3 ToVo—YuZo

(13) = s — .
27 Zy +Yo

Si, en partant de cette équation (15), nous remplagons &, et £} en
fonctions de 1y et 79, il restera une simple relation bilinéaire entre

N1, Ny, T M
qui devra étre de la forme
Y(%) (11, — 72m) ) = const.,

% (=) étant une fonction connue de =; il est d’ailleurs aisé de voir
que

I
Y(=)= )
cette fonction ¢ étant celle du n° 342.

346. Reprenons les équations (6) et passons aux variables &
et ; nous aurons deux équations linéaires entre

o0, o7, & N,

ou § ne figurera pas puisqu’elles doivent étre satisfaites pour £ =1,
n=o.
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Multiplions-les par — ), et =, et ajoutons de facon & éliminer §’;
il restera
§ &, o, oms
remplacons ensuite £ en fonction de 7 4 I'aide de 'équation (15);
on trouvera ainsi

(16) (2 +y o)+ 2 (20 @5+ ¥ yo )+ Mu = o,

M étant une fonction connue de =; si nous comparons & I'équa-
lion (10), nous trouverons
H = %0 %ot Yoto,
dot Ty
. 1

T Veerre
Nous en conclurons d’abord que p ne peut devenir ni nul ni infini,
par conséquent que ; reste fini, et enfin que 8 (qu’il est d’ailleurs
aisé de former) est toujours fini, car, si ® devenait infini, I'une des
deux intégrales de I’équation (11) devrait devenir infinie.

Donc I'équation (11) est de méme forme que I'équation (1) du
Chapitre XXVI, et tout ce que nous avons dit dans ce Chapitre
devient applicable. On peut se servir en particulier du déterminant
de Hill pour calculer le mouvement du périgée. La seule différence
c’est que O, est notablement plus grand, et il en résulte deux
choses : d’abord la convergence du développement est moins
rapide que pour le mouvement du nceud et c’est ce qui explique
les circonstances qui avaient tant étonné les mathématiciens du
xv1iu® siécle; ensuite certaines inégalités ont un coefficient notable.
Cest ainsi qu'a c6té des termes en b, et ¢, qui représentent les
termes principaux de I'équation du centre, nous avons les termes
en b_, et ¢, qui nous donnent la grande inégalité connue sous le
nom d’évection.

347. On peut obtenir immédiatement un systtme du second
ordre auquel satisfont 8z et 8y, je veux dire les solutions (12)
et (12 bis) qui nous intéressent. Reprenons en effet la relation
bilinéaire (14), et imaginons que 8,2, 8,y (que nous désignerons
simplement par 8z, 8y ¢n supprimant l'indice 2) représentent
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P'une des solutions (12) ou (12 bis) et que ¢,z, 6,y représentent
une des solutions (~); la constante du second membre sera nulle,
mais les solutions (7) peuvent étre regardées comme connues, cela
va donc nous donner une relation linéaire entre 8z, 8y, 82'; 8y/;
comme nous avons deux solutions (7), cela va nous donner un
systeme de deux équations différentielles du premier ordre entre
8z et gy.
Prenons d’abord la premiére solution (7),

d&‘o dV
a a dd !
Gz = e '—‘zlo: Gy =——=Yo
d’ou

0Oz —-z':): 01,}"— "6:

nous trouverons
(16) apex'+yy iy’ —aydz—y Sy +am(y, 8z —zy8y)=o.

Prenons ensuite la seconde solution (7),

o T,  dzy o T, dy,
Gy =-— —oy + —> 9 _—— e ——y
m " dm 4 m? O dm
d’olt
- dx7 x! - d v .
o 4 hd " )] 0 o ; ~ " .}’o Y
S = -t 8, gy = g Do e
m- 07 dm m 4 m? 0 dm m

Nous trouverons | en tenant compte de la relation (16), en vertu

de laquelle les termes en -% se détruisent]

\ o "  am Y T am T T dm
(7 ( 7y 02 + ¥y 8y dy dz
0 9% — VoY 0 n 0~ \ __
— 2m<d x—-‘moy)_ .

[l s’agit d’intégrer le systéme (16), (17). On pourrait chercher &
le ramener 4 la forme canonique, ou bien en faciliter 'intégration
par 'emploi de 'artifice du n® 327. Reprenons les équations (3 bis)
de ce n° 327, que j’écris

mﬂ

3
—2Py’__p!w_§m2$+ﬁ=o,
e oy 2 2 rs
(5 bis) R 3

L BV o
Y +a2px s 2m’_?'+r3 = 0.

- —— e
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NOUS pourrons remarquer que ces équations peuvent étre dé-
duites d’équations de forme canonique; il suffit de prendre comme
variables conjuguées

X, Y, = y
avec
X2 4 Y2 _mytms

2

29,2 2~ 2
F= +n,(Xy—Yx)-—-n§£T7——3h‘3f——4-‘z—;

de former les équations canoniques

dx _ dF dX dF

——y ve ey

T dxX’ dr T 4w
d’éliminer X et Y, et de poser

© =(ny— ny) dt, ne=pin,—ns), h = m(ny— ny),

nyy =+ mey
T (ng—n, )2

Recommencons sur ces équations (5 bZs) les mémes raisonnements
que sur les équations (3).

Les équations (5 bis) admettront le systéme de solutions pério-
diques formées au Chapitre XXV et que nous écrirons

zy=o(%, p, m), Yo= ¢1(%, p, m).

Nous formerons les équations aux variations analogues aux équa-
tions (6) en posant

r = zy+ 8z, Y =yo+ Sy.
Ces équations admettraient des solutions analogues aux équa-

tions (7) qu'on obtiendrait en différentiant, par rapport aux deux
constantes d’intégration = et n,, 'expression

na h
zy=¢ [(nx—ﬂz)(t-i' €); n———ng m]:

d’oti les deux solutions particuligres

o d:

b= =(m—n)
_ dz‘(, _ d.z'o ns dﬁo h d-”"o
= dng =(t+e) — (mi—na )2 dp ~ (mi—ng)t dm’
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ou, en supprimant des facteurs constants,

N . o dz dz, dz,
tr =z, ox:—:-zf+p-2;°+nzm,

qui remplacent les solutions (7).

Dans ces conditions, (16) et (17) deviennent

(16 bis) zw",ax'—-zz’a 8z + 2p(yy 8xr —zy 8y)=o,

dzy dzmo) , de, dx
(17 bis) S Z( dn: BEa dp°>oz —Z< am TP dpo>a
2
N dy dz dy, o dz,
( +Zx:’°z+“’m(d;:w °oy)-'—zp’(-d—°oz—d—pay =o.
On va ensuite chercher a développer suivant les puissances
de m?, et il arrivera alors la méme circonstance signalée a la fin
du n° 328 que le développement du coefficient d’'un méme terme
procédera suivant les puissances non de m?, mais de m*.
Mais, pour m = o, on a simplement

xy=Acost, y,=AsinrT,

A étant une fonction de p facile a former; il vient donc

zy =— A sinr, ¥o= A cosr,
dz'o — d}’o — B
P Z; = Becost, p-4— ap Bsint,

en posant pour abréger

dA
B =p;l;..

Soient alors

F(xo, yo, m)y,  Fy(20, ¥o, m)

les premiers membres des équations (16 bis) et (17 bis) que j'écris
sans mettre en évidence ni p, ni les inconnues 8z, 3y et leurs
dérivées. Nous désignerons de méme par

F(A cosr, Asint, o)

ce que devient F(z,, ¥4, m) quand on y remplace m par zéro, z,
et o par leurs valeurs approchées A cost, Asinr, et par consé-
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quent zy, ¥, Tj}, 7};9, -+ par les valeurs correspondantes. Alors
F (20, 30, m)— F (A cosz, Asinz, 0)=—M,
Fi(2, yo, m)— Fi(Acost, Asinz, 0)=—DM;

contiendront m? en facteur. Les équations (16 &is) et (17 bis)
pourront alors s’écrire

{ F (Acost, Asing, 0)=M,

8
#) | Fi(A cosz, A sins, 0)= M,

et elles pourront s'intégrer par approximations successives; on
négligera d’abord m?, de sorte que les seconds membres seront nuls.
Ensuite on remplacera dans les seconds membres 8z et ¢y par
leurs premiéres valeurs approchées, de sorte que les seconds
membres seront connus et que les équations (18) se présenteront
sous la forme d'équations linéaires 4 second membre, et l'on
obtiendra 4 I'aide de ces équations de nouvelles valeurs approchées,
et ainsi de suite.
On voit aisément que les premiers membres sont de la forme

A (—sinz 82"+ cosz 8y’ )+ G( cost dz + sin< 8y),
B( cost 82’ =+ sint §y')+ D(— sint 82 + cost 8y);

(19) {

A et B (déja définis) de méme que G et D sont des coefficients
numériques dépendant de p et faciles & former.

Les équations (18) étant des équations linéaires & second
membre, il faudrait savoir intégrer les équations linéaires sans
second membre, c’est-a-dire les équations obtenues en égalant &

- zéro les expressions (19). Or, si nous posons

§ =10 ={"1(dx +idy),
n={ 8 ={ (dz—idy),
ces équations sans second membre prendront la forme
§+af+Pfg=o,
n+yE+8=o,

@, B, v, & étant des coefficients constants; les équations (18)

prendront la forme
b+ at + Py =P,
3+ -+ =Q,
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P et Q étant des fonctions connues, équations qui s’intégrent
aisément.

348. On peut se servir du systéme (16 bis), (15 bis) et du pro-
cédé d’approximations successives que nous venons d’exposer pour
la détermination de c et des coefficients b et cz. Il suffit d’appli-
quer les principes du n° 333.

Déterminons, par exemple, par le procédé précédent, la solution
particuliére des équations (16 &is), (17 bs), qui, pour T== o, donne
comme valeurs initiales

8z =1, 8y =o.
On aura alors

Sz = [3}/ —_ E bk:c+!k+1 . E ckt——c—zk—i,

Zb/;+20/,= I

(que nous pouvons supposer remplie, puisque les rapports des
coefficients &4 et ¢z sont seuls déterminés).
La valeur de 8z pour T == sera alors

avec la condition

—coscT,

ce qui détermine c.
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TERMES D’ORDRE SUPERIEUR.

349. La détermination des termes d’ordre supérieur se fera en
appliquant les principes du n°®34l. Je suppose qu'on ait déter-
miné nos coordonnées jusqu'aux termes du £ ordre inclusive-
ment, et soit par exemple z = xx la valeur approchée ainsi obtenue;
posons x = z;—+ 8z et cherchons a déterminer 8z jusqu’aux
termes du (k -+ 1)*2° ordre inclusivement; nous serons amenés 2
former des équations analogues aux équations (2) du n° 341; ce
sont des équations linéaires 4 second membre. Les premiers
membres sont toujours les mémes, quel que soit 4. Nous avons
appris 2 intégrer les équations sans second membre aux Cha-
pitres XXVIet XXVII, en formant les termes du premicr ordre.
L’intégration des équations 4 second membre, et par conséquent la
détermination des termes d’ordre supérieur, peut donc s’opérer par
de simples quadratures.

Toutefois une complication se présente : nous n’avons pas seu-
lement trois fonctions inconnues qui sont nos coordonnées z, ¥, 5 ;
nous avons encore deux constantes inconnues g et ¢ d’olt dépen-
dent les mouvements du nceud et du périgée.

Ces deux constantes sont développables suivant les puissances

de
E}, Ej E}, 2«

Nous n’avons déterminé jusqu’ici aux Chapitres XX VI et XXVII,
ainsi que nous l'avons remarqué au n° 340, que les premiers termes
de ces développements, ceux qui sont indépendants des E? et
de a2,

Supposons alors qu’on ait déterminé g et ¢ jusqu’aux termes
du (k — 1)¥me ordre inclusivement, et soient gx_, et cx_, ces valeurs
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approchées; soient ensuite gx_, + 8g, Ck—1 + 8c des valeurs plus
approchées jusqu'aux termes du k™ ordre inclusivement; en
méme temps que 8z, &y, 3, il nous faut déterminer Sz et 8c. Nous
ferons cette détermination, comme on le verra dans la suite, de
facon 4 faire disparaitre les termes séculaires.

330. Rappelons en quoi consiste la méthode de Lagrange pour
Pintégration des équations a second membre. Considérons pour
fixer les idées un systéme du troisiéme ordre, formé de trois équa-
tions du premier ordre. Soient donc X, Y, Z trois combinaisons
linéaires de z, ¥, z; soient A, B, G trois fonctions connues, z/,
7', 5’ les dérivées de z, ¥, 3; nos trois équations pourront s’écrire

(0 Z+X=4A, y+Y=B8, F+Z=0C.
Supposons qu’on ait intégré les équations sans second membre
(2) Z+X=y+Y=5+Z=o,
et soient
=, y=y, =3z (i=1,23)
trois solutions indépendantes du systéme (2). On posera

x = )»1$1+ 7\32‘34- )\3.%';,

Y =Z Ay, % =Z7~t2z',

et ’on cherchera i déterminer les nouvelles fonctions inconnues A;.
Le systéme (1) deviendra

(3) Zwm—_-A, Zx;y,--_-s, 21',51:0,

et 'on en déduira les X} sous la forme
M:a;A-{—B;B-ﬁ—Y[C (t=1,2,3),

les ;, les 8; et les vy; étant des fonctions connues de ¢, de sorte
que la détermination des }; et par conséquent celle de z, ), 5 sont
ramenées i des quadratures. Les fonctions a;, 8;, 1; peuvent s’ob-
tenir par I'intégration des équations du premier degré (3).

Tel est le procédé classique, mais il y a des cas ol quelques
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simplifications sont possibles. Supposons d’abord un systeme du
second ordre au lieu du troisiéme, de sorte que les équations (3)
s’écrivent

)\’,‘ Xy -+ ).’2.1'2 = :\,

3 bi
(3 bis) Miyi--Noys = B.

Supposons qu’on ait entre les solutions du systéme sans second
membre une relation bilinéaire
21 ys—y1za=H,
H étant une fonction connue de ¢. On aura

)\IlH = A.J’g-— Bz',,

d’ou
.'xl=‘ZHE; [31‘"——:
et de méme

Supposons par exemple qu’on ait une équation de la forme
7"+ 0z =B,
ce qu’on peut remplacer par le systéme
z'—y=o90, Yy +06x=B;
on aura alors
Z1y2— T2 )1 =1,

d’odt
Z = )\1(3( -+ 7\:@3,

7\'1 =T B, )»’, = B.
331. Supposons un systéme d’équations canoniques

, do _aF  ax__aF
) ZTaX & @

avec les variables conjuguées

Zy Y, %
X, Y, Z.

Soit zy, X,, ... une solution particuliére de ces équations;
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posons
& = g+ O, X = X, oX, e

et, négligeant les carrés de 3z, ..., formons les équations aux
variations des équations (4); (2), (X), ... étant des fonctions
linéaires des six variables z, X, ...; soienl

(5) 8z + (&) = 0, X'+ (X)=o,
ces équalions aux variations. Soient
S = x4, oX = X; (i=1,2.3,4,5,6)

six solutions indépendantes des équations (3). Considérons main-
tenant les équations 4 second membre

(6) e (m)= A, X (X)=A% ..

oit A, A* sont des fonctions connues. Posons

w:ZMwi, X=2).,x,-,
2““""‘"’ Zw,x,=A*,

l‘—'—— a; A+ ?ngB-l—‘{iC-i-z;" * B?B*—i-‘(fc*.

d’out
et

11 s’agit de déterminer les fonctions «, .. ..
A cet effet, rappelons-nous qu’on a, d’aprés le n° 344,

(:Xp—2uXi) + (yiYe—yuYi) ~+(5;Zp— 5xZ;) = const.,

ce que j’écrirai simplement
(’,‘) Z(Zixk-— .z'kX,-) = const.

On peut choisir les solutions particuliéres z;, ... dusystéme (5)
dé telle fagon que la constante du second membre soit égale a 1
pour

i=1, k=2; =3, k=1; i=35, k=6,

et a zéro dans tous les autres cas.
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En se servant alors des équations (), on trouve aisément

%y = Aa, [51= Y.. V1= Zy,
* * -, — -

Ay =— D, Pi=—02 {1 = — 3e;
¢g=—X“ tesaveneey  ceceaanens N
*

%y = Ty feeeaas N D R )

et de méme
a3 = X, 2y =— X33 a5 = X, ay=— X;

352. Reprenons les équations canoniques (23) du n° 320:

() dz _dF'  dX __ dF
dt — dxX’ gt~ dw

Supposons qu’on aittrousé une solution exacte jusqu’aux termes
du Ai®m¢ ordre inclusivement (par rapport aux E et & «). Soit

=24 Y=Yk 5=k X=X5 ...

cette solution. Il convient, comme je 'expliquais au début de ce
Chapitre, de tenir compte des constantes ¢ et g. Je suppose que
nous possédions des valeurs approchées de ces constantes,

C = Cj—1, & = Sk—1»

exactes jusqu’aux termes du (k — 1)*¥™¢ ordre inclusivement. Je dis
d’abord que lerreur commise sur les deux membres des équa-
tions (8) est du (£ + 1)*m¢ ordre. Cela est évident pour les seconds
membres, puisque nous y substituons 4 la place des inconnues des
valeurs exactes jusqu’au A'®¢ ordre exclusivement. Pour les pre-
miers membres, oti figurent les constantes c et g, cela exige un peu
plus d’attention.

En effet z, par exemple, est une fonction périodique des quatre
arguments w;= n,{ + ;. On auradonc

dx dzr
% =2 o

ny=(c—1—m)(n4—ns), ny=(g—1—m)(ng—na),

mais, comme

%‘r’? dépend de ¢ et de g. Quelle est erreur commise si nous sub-

P. — II (2). 6
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stituons 2, ¢r_y et gx_, & la place de z, ¢ et g? Si nous rempla-
cons z par Zy, nous commetlons une erreur du (£ =+ 1)*"* ordre;
si nous remplagons ensuite ¢ par ¢4y, nous commettons une nou-

velle erreur
(ny—ny)(c— c/.-_.);l,——-

p dzy;
Or ¢ — ck_y est du ke ordre; je dis que — est du premier

d jerordre, et X% st nul pui
ordre, car .Z‘k—.’ro est du premlerox I‘e, e d———%es nu pulsquexo

ne dépend que de v, —w,. L'erreur est donc du (k -+ 1) ordre;
et il en est de méme quand on remplace g par gr_;.

Cc. ¢. F. D.
Soit done
(9) A7 ‘A*7 B’ ‘B*’ C’ C*
ce que deviennent les différences
dr  dF dX dF  dy — dF’ .
a Td T @& T d@m T dy’ v

quand on y fait cette substitution.

Les expressions (9) seront des fonctions connues qui seront
du (% -+ 1)i¥me ordre.

Posons alors

r = rp-+ 3z, X =X+ 3X, e=cCpy+ 00, ...,

et proposons-nous de pousser 'approximation jusqu’au (£ 4 1)itme
ordre pour z, jusqu’au A*™* ordre pour ¢. Nous pourrons négliger

les carrés de 3z, 3¢, ..., et nos équations prendront la forme

ydz_ydF X ldF .
(10 ) G d\ A 0-;1—"+0'(-1;—A .

Les seconds membres sont des fonctions connues; quant aux
premiers membres, ce sont des expressions linéaires par rapport
aux inconnues et a leurs dérivées. On a par exemple

~dF'  d2F' a*F'

8 = b X 4,

rza " drdX

ol, dans les dérivées secondes de F', les inconnues doivent étre



TERMES D'ORDRE SUPERIEUR. 83

remplacées par leurs valeurs approchées z =1z,, X=X,, ...
(en méme temps que les E et « par zéro), ainsi qu’on I'a expliqué
au n’ 341. D'autre part,

dx dizx N dr
dt —Z m dw; +z °"‘Zv',"

. diz
Dans le premier terme » n; -—> nous pouvons remplacer ng
dw;

et n, par leurs valeurs approchées
(eo—t—m)(n1—ns), (go—1—m)(ni— ng),

déduites de l'analyse des Chapitres XXVII et XXVI. L’erreur
commise ainsi sur 72;est du premier ordre (et méme du second),

~

: dix
et, comme 5z est du (/& - 1)*™¢ ordre, I'erreur sur i —— sera
z

du (k + 2)¥"¢ ordre au moins.
Dans le second termez 3n: 22, ou figurent
dw;

8ng=(n1—ns)8c, dny=(n,— ns) g,

nous pouvons remplacer x par z,; ’erreur ainsi commise sera du
second ordre, et, comme 67; est du A'™¢ ordre, 'erreur sur le
produit sera du (% -+ 2)i® ordre.

Si nous faisons passer le Lermez on, dans le second membre,

les équations (10) deviennent

Zn;% _— — —-A ——28)1;

( ~ dF’ N d
1) andox_l_og’_l%___ *—ZOMZI%'

Les premiers membres restent les mémes a toutes les approxi~
mations.

Dans le calcul des termes du premier degré, et en sup-
posant 2 = E; = o (etaussidc =8g = o etpar conséquent 3n;==o0,
puisque & celte approximation ¢ et g se réduisent & ¢, et £,), les
secunds membres sont nuls; les équations (11) doivent alors se
réduire 2 celles que nous avons intégrées aux Chapitres XXVI
et XXV1I, Chapitres dans lesquels nous avons précisément déter-
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miné ces termes du premier degré; cest dire que les premiers
membres des equations (11) se réduisent 2

0%z ..
-—dt— —"2.\-—]11") 5
X .z
0——}—:—(”1.—4— m;) 8= — 2n3 bz — n,8Y,
ot r3
08
' — Y +na iz
(12) dt
12
a8y
—-‘T-l-(m,—}— m,)a"% + n3dy + nadX,
083 .
— — L
ot ’
JeZ .
! —di—w-(n‘—ng)eoz

[cf- équ. (1), Chap. XXV, n® 323; ¢équ. (1), Chap. XX VI, n° 331;
équ. (6), Chap. XXVII, n» 342].

Observons d’ailleurs qu’on aurait

%0 Az -+ B3y,

%0

SIS Us

=B3x+Cr3y,

A, B, C ayant méme signification que dans les équations (6) du
Chapitre XXVII; nous écrivons aussi pour abréger

d d
ot *2’“2?,-’

les n; étant remplacés par leurs valeurs approchées

ny, Ray (Co—I1—m)(n1—ns), (Lo—1—m)(ni—ns).

353. Si nous supposons pour un instant que les constantes éc¢
et 8g (et par conséquent les 3n;) sont données, les seconds mem-
bres sont connus; les premiers membres sont les expressions (12)
et nous savons intégrer les équations sans second membre; le pro-
blémepeut donc étre considéré comme résolu par l'application du
procédé classique du n® 330. Nous devons toutefois faire les re-
marques suivantes :

1° Les seconds membres se présentent sous la forme de fonctions
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périodiques connues des quatre arguments ¢;; mais dans les pre-
miers membres figurent non pas les dérivées

—Zn, dw,

mais les dérivées

n= ny, ng=n,,
=(co—1—m)(m—ns),  ni=(§—1—m)(n — n).
Cela ne change rien d’ailleurs au principe du calcul; seulement
il faut, avant 'intégration, remplacer dans les seconds membres
les w; non pas par n; ¢ + w;, mais bien par n? ¢+ ;.
Supposons donc qu’on ait formé les fonctions que nous avons
appelées 2; au n°® 330,

Ni=a;A 4. ..

ce sont des fonctions périodiques données des w; on doit écrire

alors non pas
dh; 2 d).
-——dt‘ = nk_dw;, = A+ ..,

mais bien
oA di.
?t-i =2n2‘—i——w; = A+....
Si donc
(13) asA 4. .=2he‘r‘—‘3"'~“’¢,

les &y étant entiers, on en déduira non pas

er-l Bhqwe
7\1—- 2 —_—

—I ]Ca Ry
mais bien
heV—1Skawa
e

,/—_;Zk«ng

Cette analyse suppose que le second membre de (13 ) ne contient pas
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de terme constant. On verra plus loin, au n° 356, comment on peut
s’arranger pour qu’il en soit ainsi.

334. On remarquera que les quatre premiéres équations (11)
forment un systéme qui ne dépend que de 3z, 8y, ¢X, ¢Y, tandis
que les deux derniéres forment un systéme qui ne dépend que
de &z, 8Z. Ces deux systémes peuvent donc étre traités séparé-
ment.

Nous remarquerons ensuite que nous nous trouvons dans le cas
ou le procédé dun” 351 est applicable, puisque nos équations sans
second membre sont les équations aux variations d’équations ca-
noniques.

Considérons donc les quatre solulions particuliéres (7), (12)
et (12 bis) du Chapitre XXVII1; soient

~

-~
Se=§, Oy=m; Cr=Fk OSy=mn

les deux solutions (%), ou ces deux mémes solutions multipliées
par un coefficient que nous pouvons choisir arbitrairement ;

o =&, 8y =3 8xr =£&, 3.)’ =T

les deux solutions (12) et (12 bis), ou ces mémes solutions multi-
pliées par un coefficient que nous pouvons choisir arbitrairement.
Soient

X = ¢f, oY = nf
les valeurs de ¢X et 6Y qui correspondent & 8z =§&;, 8y = 7;; on
aura la relation bilinéaire

(8e8k— &1 Ea) + (nunji— w7 ma) = const.,

qui n'est autre chose que la relation (14) du Chapitre précédent.

Nous savons que la constante du second membre est nulle,
sauf dans le cas ol i==1, k=2 et dans celui o0 { =3, kF=4.
Nous pourrons choisir les coefficients arbitraires dont nous venons
de parler [et par lesquels les solutions (7), (12) et (12 bis) sont
multipliées] de telle fagon que dans ces deux cas la constante du
second membre soit égale & 1. C’est ce qui est le plus commode
pour P'exposition; mais dans le calcul on pourra faire un autre
choix; par exemple on pourra avoir avantage pour i =3, k=4 &

supposer la constante égale a y/— 1.
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Soient alors
L, L*, M, M*, N, N*

les seconds membres des six équations (11), de telle facon que

L=A ——Zon, lv,

Appliquons le procédé du n" 331; il viendra

iz = 2:7\1&, eX = El"/-iﬁf,

avec les conditions

‘13‘7'= ESL— B L 1] M — 1, 0¥,
D gL Bl M MY,
(1g) oo
oy )
25 HL—BL M -,
dh
g =B L BL = g M

355. Le méme procédé s’applique au second systeme formé des
deux derniéres équations (11). Soient

z=U; 5=
les deux soluations (2) de I'équation (1) du Chapitre XXVI, multi-
pliées au besoin par un facteur constant arbitrairement choisi.

Nos équations sans second membre [formées avec ¢35 comme cette
équation (1) avec 5] admettront les deux solutions

entre lesquelleé nous aurons la relation bilingaire
§iCs— {386 = const.

11 ne faut naturellement pas confondre les {; avec { = e'.
Nous pouvons supposer que la constante du second membre est
égale & 1. Nous aurons alors

85 = E e
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avec
2N .
24 GN—GN
(13)
P NG

356. 1l faut, comme nous l'avons vu a la fin du n° 333, que
les seconds membres des équations (14) et (13), qui sont des fonc-
tions périodiques des v, ne contiennent pas de terme constant.

- . . . o\ .
Examinons-les successivement el considérons d’abord -d—: Je dis

que cette expression est une fonction impaire des v et ne contient
pas de terme constant. Il est aisé, en effet, de constater que

£, m, L, M
sont des fonctions paires, tandis que

Eh 7};7 L’ M*

sont des fonctions impaires, ce qui démontre la proposition
énoncée; il ne peut donc pas s’introduire dans A, de terme sécu-
laire.

Passons & %, ; nous savons que §, est égal, & un facteur constant

N/ ve 3
prés, & %: et que &, est égal, & un facteur constant prés, a

T dz‘o dz'o .

m = T dm’
nous pouvons donc choisir les facteurs constants de telle sorte que
I'on ait
£2 =tk + (82), s =tk + (81,

Ne=tm-+ (%), Mz=1Ini-+ (03

£ e &7, 7, (B2), (Ma), (83), (%) étant des fonctions périodiques
de <. Posons alors
A= —tha+ py;
il viendra
e e o
-d—t = — t—dT —_— )\3+ —;t—,
d’our

% o e (B — () L*+ (25)M — (n) M*.
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Le second membre est encore une fonction périodique des v,
paire cette fois; mais dans ce second membre figure %, qui n’a
été déterminé que par une intégration, c’est-a-dire 3 une constante
prés. Nous pouvons disposer de cette constante de telle facon que
le terme constant du second membre disparaisse. Dans ces con-
ditions ., ne contiendra pas de terme séculaire.

D’ailleurs les deux premiers termes de ¢z

Mk -+ Defs
se réduisent &

d , &1+ ha(Ea),
e sorte quon a

~

8z = py b1+ Ao (Ee) + habs+ My .
- . - Ohg s .
337. Examinons maintenant 5 et Je dis que nous pouvons

choisir ¢ de facon & faire disparaitre & la fois le terme constant
dans ces deux expressions. Nous avons

£ dxl
L = A —Zonzd—wi-

~ ~ dx( .
Comme 8n, etdn, sontnuls et que Zm, = O)puisque z, ne dépend
que de v = v, — w, et de w,, le dernier terme du second membre
se réduit &

dzry da

) o 1
—8n35— =—0c(ng— ny)——-
2 dws (nq ’)dw:;

D’ailleurs on a
z1=E((§s+ &)

Nous voyons donc que

s L — B Lt M MY

peut se diviser en deux parties et qu’on peut écrire

)
d_; = ¢3— Y3 8c(ny— na),

. . b] : d)‘s
olt vy est ce que devient I'expression de —* quand on y remplace

L, L*, M, M*
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par

et '.fza ce que devient cette expression quand on y remplace ces

quantités par
dz, AN, dp  dYy,
m, dWs’ dW;;’ dﬂ);;

On aura de méme

) N
d_; = ¢, — b Se(ny — 1),

; oJ. Oy s
@y et g, étant formés avec -(# comme 7, et U, avec m—“‘ Je vais dis-

Ohs_ - q-
poser de 8¢ de fagon & annuler le terme constant de —*; je dis que

la valeur de 8¢ qui annule ce terme est réelle et qu’elle annule en
ok,

méme temps le terme constant de "

Nous avons supposé

E3--imy= hzbkﬁ""’e’f‘“,

Bz — iny= /LZ ey ferakrt

Ei—in= thkz—c—ak -1,

Lo, = IJ,Z e g—e—2k=1; .

les coefficients by et ¢, sont réels, et A cst un coefficient constant
dont nous avons disposé de fagon a réduire une certaine constante

a .
En effet, quand je change les «w en — w, z qui est une fonction

paire des w ne change pas; au contraire, T’ 2w’ X, ¥y oo
changent de signe.

d.rg * dY[
A e B
changent de signe;
ax 2 g dn
! dtv;’ ! dW:

ne changent pas.
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£

LS H n’ se changent en % et 7%, tandis que ™ et *3 se changent
I g et que s €ty

— m — ia @ Vs Py, %

en — = et — 3. Donc 22 -2 se change en — e en — B, =

o d
en — —‘hi’, 521 en — —-- Donc le terme constant de % 22, par exemple,
est égal & celui de — 3:-

z p*

Si maintenant nous changeons i en — i, ;: “, 3—"- }: se per-
mutent a\ec l‘: ‘h‘ T‘" les quantités A, A*, (x' -+ 5 qui sont
réelles, ne chancrent pas.

?1&% .2 oW %

Donc %’ R R’ % e changent encore en — 7', — 3, — 3%,

— —-- Donc le terme constant de ® est imaginaire conjugué de

celux — 2,
d h
Dy

Si le terme constant de ;: est d'une part égal a celui de — 3=
d’autre part imaginaire conjugué de celui de — 7-, c’est que ces

deux termes sont égaux et réels. Etil en est de méme en ce qui
concerne J; et ¥,.
Soient donc

les termes constants de

ils seront réels, et il suffira de prendre

a

B(n; — ni)

8¢ =

dl,

pour annuler 4 la fois le terme constant de —= et celui de ® —- Nous

n’aurons donc de terme séculaire ni dans 7\3 ni dans X;.
c. Q. F. D.

On démontrerait de Ja méme maniére qu'on peut choisir 3g de
fagon qu’il n’y ait de terme séculaire ni dans Ay ni dans Xs. En
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effet, le second membre de la cinquitme équation (11) s'écrit

on a ici

dz dz dz.
Y 1 A 1 N 1
on; —— = ony —— = 08 (Ny— n3) 5— -
E ‘dw; i W, LI ’)dw;

Le reste du raisonnement s’achéve comme pour 2A; et Ay,
82 jouant le réle de 3¢, N et N* celui de L et L*, &5 et §; celui
de Ea et Eg, etc.

338. L’intégration, comme nous I'avons vu 4 la fin du n° 333,
introduit le petit diviseur
Z/ﬂzng‘,

ou les /4, sont des entiers; comme
ng = CO( ny— ns)

et
nY=go(ny— ny)

sont développables suivant les puissances de m?, ce petit diviseur
sera lui~-méme développable suivant les puissances de m?2.
Les premiers termes du développement sont

ng=nY=m(n — ny), ny=nl=(1+ m)(n,— ng),
3
n%=(ﬂx—nz)( Zm*-&-...),

n2= (n,-—ng) (—23-”74!4-.-.),
puisque
— 3 9 3 2
c_1+m+zm-+..., g=|+m—-zm+...,
d’ou

m_nizzana_kl-:-(/:,-u ym -+ > (lcs_l.,,) mi .. ..

1l sera donc divisible par m si k,=o; il sera divisible par m?
si ky= k= o0, c’est-d-dire si le terme correspondant ne dépend que
des longitudes du périgée et du nceud; dans ces deux cas il sera ce
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que j’appellerai un petit diviseur analytique. Enfin il sera divi-
sible par m? si ky = k=0, ky=Fk,, c’est-a~dire s'il dépend seu-
lement de la somme des longitudes du périgée et du neeud. Ce
sera alors un trés petit diviseur analytigue.

Mais il arrive ici que les tzrmes en m3 ont de trés grands coef-
ficients, de sorte que cq— 1 — m, au lieu d’étre & peu prés égal en
valeur absolue & %mﬂ, et par conséquent & g, — 1 — m, est & peu

prés deux fois plus grand. Il en résulte que les trés petits diviseurs
analytiques, quoique divisibles par m?, sont numériguement de
Pordre de m®. Si, au contraire, on a ky=4/As==o0, 2hk3=Fk;, le
diviseur, quoique non divisible par m?, scra numériquement de
Pordre de m3. Ce sera un trés petit diviseur numérique (iné-
galité de Laplace, ¢f. Trsserano, t. III, p. 138).

Dans le calcul numérique des coefficients, ce sontles trés petits
diviseurs numériques qui importent Au contraire, si I'on se pro-
pose, comme le faisait Delaunay, de développer ces coefficients
suivant les puissances de m, il faut s'inquiéter des trés petits divi-
seurs analytiques.

Les trés petits diviseurs analytiques se présentent pour la pre-
miére fois dans les termes en E,EZE! ou en EJE,E}, et les trés
petits diviseurs numériques dans les termes en E3Ej«, E,E}E],
E,E.,E}z ou EZEES.

339. Tel est le principe de la méthode de Brown.
Je n’insisterai pas sur les perfectionnements de détail qu’il y a
apportés et dont les principaux sont les saivants :

1° Au lieu de quatre équations linéaires du premier ordre
a second membre, il emploie deux équations linéaires du
deuxiéme ordre i second membre (obtenues par I’éliminalion

. . , . dA
de X et Y); il en résulte que les expressions des '5:'[ sont un peu

modifiées et se présentent sous la forme d’une somme de deux
termes seulement et non de quatre.

2° Au lieu de 8z et gy, il prend comme inconnues les quantilés
imaginaires

o N

Su=28r-+idy, Os=dr—idy.

3° Au lieu d’employer des lignes trigonométriques des multiples
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des w, il simplifie les notations en introduisant la variable

= elT,

4" Pour les approximations d’ordre élevé, il a recours a I'artifice
par lequel Hill était passé des équations (2) aux équations (5) du
Chapitre XXYV. Les calculs de substitution s’en trouvent un peu
simplifiés.

Je me bornerai 4 dire que la méthode est applicable aussi bien
au calcul des termes du premier ordre en a et E; qu'a celui des
termes d’ordre supérieur.

Pour plus de détails, je renverrai a son Ouvrage original (Me-
moirs of the Royal Astronomical Society, t. LIII, LIV et LVII).

On pourrait se demander si, 4 cause des petits diviseurs divisibles
par m? ou m3, on n’arrivera pas dans la suite des calculs & des.
termes contenant en facteur une puissance négative de m. On peut
démontrer que cela ne peut arriver que quand interviendront les
trés petits diviseurs analytigues. 1l enrésulte, d’aprés le numéro
précédent, que cela ne peut arriver que pour des termes d’ordre
trés élevé; cela ne peut arriver si l'on suppose E;=o, ou
bien E3= o, puisque dans ce cas il ne peut y avoir de irés petits
diviseurs analytiques, mais tout au plus de petits diviseurs analy-
tiques divisibles seulement par m2. Pour la démonstration, je ren—
verrai au Bulletin astronomigque, t. XXV, p. 321.
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SECONDE METHODE.

360. La seconde méthode que nous allons exposer présente sur-
tout des avanlages quand on veut obtenir non seulement la valeur
numérique des coefficients, mais leur développement analytique
en fontion de m, comme le faisait Delaunay.

Nous aurons avantage 4 employer, au lieu des arguments v, les
suivants :

T = Wy— Wa, T = Wy = Wy, Ta = W; -+ Wy, Ty = W

De cette facon, dans le coefficient d’un terme dépendant du sinus
ou du cosinus de
P P17+ Pavat Pavs,

Pexposant de E; sera au moins égal & | p;|.
Nous partirons de la formule (25) du n° 320:

Q) dw,
1)

Exdx—dﬂ”-_: Al dw;—

Cette formule peut recevoir utilement diverses modifications :
d’abord nous pouvons passer des variables ¢ aux variables ; nous
pouvons ensuite remarquer que ¥\ sc réduit 4 une constante (in-
tégrale de Jacobi) lorsque E; = o. Cela nous permet d’écrire

2
ns

= K+ E;®,

K étant une constante et E;® étant divisible par E;. On a en effet

3
P w0
s ¥ - Bab

% et § étant des fonctions de z, y, 5, X, Y, Z, de my=w; et
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des constantes E; et «. D’ailleurs { est indépendant de E; et =3.
Soit ensuite z* ce que devient le développement de z quand on y
fait Eg = 0.

Soit * ce que devienth quand on y remplacez, ... parz’, . ..;
alors ¢* sera une constante, & — * sera divisible par E;, et nous
pourrons poser

V=K, §— ¢ + Esb = B

On a donc

!
EA;- dw;— q"n‘{“” = Bdx + B, de,~+ B, d=a+ B, dey— Ey® dxs,

d’ott
z.z'dx-— dQ”=2B dz — By @ dr.

Les B sont des constantes, de méme que les A; et K; je veux dire
par la qu’ils dépendent seulement de

E;. Ez, E.;, %, m

et sont indépendants des ~.

Posons
S =Q”"—T°X'—~_}/0Y—ZIZ,

Z, et y, étant les termes de degré zéro calculés au Chapitre XXV;
5, représente 'ensemble des termes déterminés au Chapitre XX VI
(comme s ne contient pas de terme de degré zéro, onaura 5,=0);
il viendra

ds =Z(x—z‘o)dX—-2deo

(1
-i-(z—z,)dZ—Zdz,-——ZB dr + By ® d,.
Dans cette formule (1), on doit regarder E,, E,, m et les =
comme des variables; au contraire, E; et 2 sont des constantes
données, de sorte qu’on aura

B

dEs: dt! = 0.

Jajoute que dans cette formule Z(x — zo)dX et 2 X dz, re-
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présentent simplement
(z —29)dX + (y —y0) dY, Xdzo+ Y dyo.
361. Ccla posé, supposons qu'on ait déterminé les termes

d’ordre k et d’ordre inférieur de z et de y, de X et Y, de S et B,
les termes d’ordre £ —1 de s et Z, et qu’on ait par conséquent

(2) x =ay, Y=Yk T = Zhy, S =S,
Je pose
(3) x = -+ ox, y=yi+y, .

et je me propose de calculer 8z, &y, S5 jusqu'aux termes
du (k -+ 1)éme ordre inclusivement, %3 jusqu'aux termes du
kitme ordre.

Substituons d’abord dans (1) 4 la place de toutes nos variables
leurs valeurs approchées (2), la différence des deux membres sera
du (k + 1)e=¢ ordre; nous pourrons la mettre sous la forme

Eudv,

u et o élant des fonctions connues.

Substituons maintenaat & la place de ces variables leurs valeurs
approchées (3) en négligeant les puissances supérieures dedz, ...,
ce qui est permis puisque nous négligeons les termes d’ordre & + 2;
il viendra

d3s =E’o‘zdx +E(w — ) dax—zax dzo+ 83 dZ

(4)
+(5—2)d32 — 3L ds _EaB d= + B3 88 d-:;-l—-Zu dv.

Le second membre est susceptible des simplifications suivantes :
considérons-en d’abord la premiére ligne; comme &z et 86X sont
d’ordre /& -+ 1, nous pouvons remplacer z et X par z, et X,. De
méme dans la deusiéme ligne, comme &3 et 8Z sont d’ordre &, nous
pouvons négliger dans leur coefficient 3. qui est de deuxiéme
ordre et remplacer 5 el Z par 5, et Z.

Enfin 3® est d’ordre £ -1, car

3= fiaz-;-z;}"i;f-ax-u-%a;-;- g‘.z"az.

P. — II (2). 7
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Or 3z et 3X sont d’ordre & -1, 85 et 6Z sont d'ordre £,
. e .. . .

mais 22 et 22 sont divisibles par E, et par conséquent du premier

dz ~ dL
ordre. Comme d’ailleurs E; est du premier ordre, nous pourrons

négliger E; 60 et il restera

des =26x dX,— Zax dz,

(5)
35 dZ,— oL dzi—ZBB d:+zu dv.

362. Prenons maintenant la formule (26) du n° 320,
dx
= q>; -+ 2“‘-37 —_— H,

ol @, = F/— ny¢' et olt H est une constante choisie de telle fagon
ue Q" soit périodique. Nous déduirons
q P q

ds , dX
U_t=q)’+2('”_x°)7d—z'
dxa dz,
(z-—z,)dt Zx zZt—H.

Substituons dans (6) les valeurs approchées (2) a la place des
variables et soit G la différence des deux membres; G sera une
fonction connue du (k£ -+ 1)**™¢ ordre. Substituons maintenant les
valeurs ap prochées (3) et négligeons tout ce qui est du (& - 2)ié=me
ordre; il viendra

(6)

dS d:
8 = 8%, + a.z'—— +Z(z~—wo)o—-— —26‘( Zo
+G+6z£+(~ zl)oﬂ—ozdz'-raﬂ.

dt
D’autre part,

ad] dfb o dd) dd’, .
3¢§=27‘I;’5x+ ' X 4+ -d-:-'-u..+ﬁ’oz

Mais, en vertu des équations du mouvement, on a

dz _ dF' _ do]
dt — dX~ dx’ "

d: 5X
=3 e e Do L ez

d’otr
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et par conséquent

a§=G_"H"'Zm—$°)° Z(dt :/zo) X

. .di ds  ds
=t (o—-al)OFt-—l— ‘:i—t ) cZ.

Dans la premiére ligne on peut remplacer & par x, et, dans la
seconde, 5 par 3;, pour les mémes raisons qu’au numéro précé-
dent, ce qui nous permet d’écrire

) %—S-=G—0H

Qu’est-ce maintenant que ¢ %5‘3? Ona
t
ds X dS
£ oSS,
dgs N dS
T _Zn, dw; Zon, dw;
Dans le premier terme du second membre nous pouvons rem-

placer n; par n}, de sorte qu’il se réduira (en reprenant les nota-
tions du Chapitre précédent) a

ﬁn d3S R
Dt =

Dans le second terme figurent deux constantes indéterminées,

d’ou

8ng= Sc(ny— n,), Sn,=8g(n;— ny);
la premiére est d’ordre &, car nous supposerons que ¢ a été déter-
miné jusqu’aux termes d'ordre A —1 inclusivement; la seconde
sera d’ordre £ — 1, car nous supposerons que g a été déterminé
Jjusqu’aux termes d’ordre A — 2. Posons

S=Sg+St+S,+...,

Suy Siy Sa, ... représentant respectivement les termes d’ordre o,
1, 2, .... Nous pourrons alors, dans le coefficient de cr;, rem-~
placer S par S+ S, ou par S,, puisque S, ne dépend pas de ws,
et, dans le coefficient de &n,, remplacer S par S,+ S, + S; ou
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par S, puisque S, et S; ne dépendent pas de ;. Il vient done
048 N dS

—_— N ! ~ LSE
(8) —at—-—G——OH—'illgd—W;——Oll',dw‘

363. Reportons-nous aux notations du n° 318; nous avons
trouvé dans ce numéro les formules suivantes :

<P1=H--E\Vll, W= A;=A] (i=1,3,4),
Wy @, = n, A, + K = n3Alj,
dH =2w dn, d¢.=—2n(lw,

la lettre K ayant le méme sens qu’au n° 318, et nous en tirerons
(en nous rappelant que dn,= o)

H =2n,~A’,, dH =ZA; dni, Zn, dA) =o.

Mais il vaudra mieux revenir aux arguments < que nous avons
introduits au début de ce Chapitre ; soit donc
dr = v dt, d=;=v, dx,
de telle sorte que
V= — N, Vi= R+ n3=ve, W=+, =V, V3= n;.
Nous aurons

K*/,-;—k-z By =2A’n, K dv3+ZB 3 =ZA’ dn,

la lettre K ayant le méme sens qu'au numéro précédent, et par
conséquent

(9) H=ZBV+K‘;3, dH=Zde, Zva’B+vde=n.

Toutes ces quantités H, B, v ... dépendent des constantes m,
E et «, et ne dépendent pas des arguments 5. Supposons que dans
les équations (9) on substitue d’abord les premiéres valeurs ap-
prochées (2) de nos inconnues, et soient

(10) P, YQdg, aP—YQdg
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les différences des deux membres; P, Q, ¢ seront des fonctions
connues et les expressions (10) seront d’ailleurs du (£ + 1)eme
ordre.

Cela posé, substituons dans les équations (g) les valeurs plus
approchées (3) et négligeons les termes d’ordre & + 2; il viendra

‘ M =EB B —I-Zv 3B + P 4 v, 2K,

k d3H =3 Bdi+ ¥ iBdi+ Y Qdg.

Remarquons que ¢H, d8H et &B sont d’ordre k—+1; que
Gv=2gv;=o0; que ov, est d’ordre k£ et dv, d’ordre kK —1; que
d 8v; est du méme ordre que &v;; que B, est divisible par E? et B,
par E} et sont par conséquent du second ordre, ce qui permet
de négliger, par exemple, B,8v,; alors nous écrirons

(11)

| M= Bza‘,,-;-zv 3B + P + v; 3K,
(12) .
| a2t =B,dav +Eaa dv +Eng.

364. Tous les termes de nos développements contiennent en
facteur un certain monome

p=ao"E{'EPE],
que Brown appelle leur caractéristique; la somme des exposants
Fo+ g1+ g2+ g3

est le degré du terme. Dans les calculs précédents, nous pouvons
supposer que 8S, par exemple, ou &z, au lieu de représenter fous
les termes de degré k& 41, par exemple, représente seulement
I’ensemble de tous les termes ayant une caractéristique donnée u.
Mais, comme le degré d'approximation n’est pas le méme, par
exemple, pour 8z et oz, il est nécessaire que je précise. Je con-
viendrai donc que

8z, oy, 8X, oY, 3S, 8B, oK, #H

représentent 'ensemble des termes de caractéristique p; que 83,

0Z représentent 'ensemble des termes de caractéristique %; que
2
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- PR K ~
5c comprend les termes de caractéristique — et 3g ceux de carac-
1
I;éristique r
En ce qui concerne les valeurs approchées (2), je supposerai que
Zhy Yo Sk es

comprennent tous les termes dont la caractéristique est un diviseur
de p (¢ lui-méme étant exclu) et que de méme

Bk—1y Ch—1y Sk-2

comprennent les termes ayant respectivement pour caractéristique
un diviseur de

365. Cela posé, nous devons distinguer trois cas :

1° u n’est pas divisible ni par E, ni par E,.

Dans ce cas ni=,, ni = (ou ce quirevientau méme ni g ni w,)
ne figurent dans nos développements. La formule (8) se réduit
donc & 25

! 4]
o0 =G
G est connu; on disposera de 3H de telle fagon que le terme con-
stant du second membre soit nul, et I'on aura &S par une simple
quadrature. La fonction 3S est ainsi déterminée & une constante
prés, mais cette constante doit étre nulle puisque 3S doit étre une
fonction impaire.

Passons maintenant 4 la formule (35), et remarquons que 5, Zy, ...
sont nuls, et de plus que nous n’avons que trois variables par
rapport auxquelles nous puissions différentier et qui sont m, =
et 7y; il vient done

| o =B = Zos g+ B

(13)
doS 2 dX, d.ta (]
0z ——= — 82X — 8B+2u—-:

d

et, puisque z, et X, ne dépendent pas de =,

. 438
(f..l 7;-—88,-!—21&-—--
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De I’équation (14) on déduit

683:2[11 —‘-1:—3],

en désignant par [u;l ] le terme constant de udi—, et cela déter-

mine ¢B;.

On remarquera d’autre part que dans la seconde équation (12)
on a B, = o, puisque B, doit étre divisible par E} et que, 1 n’étant
pas divisible par E., nous négligeons E,; il reste donc

deH =28B dy +2Q dq,

ou, puisque dv; =0, que dv, et dv, n’interviennent pas,

o

ce qui détermine ¢B, puisque ¢H, Q et ¢ sont connus et que

Nous avons enfin

. dz . d
X =857 —nady, Y =02 4+ p, 2.

Comme ici nos développements ne contiennent ni ¢ ni w;, et que
I'on a d’ailleurs

ny=nj, ny=ny, dny=2ny=o,
nous pourrions écrire

dr Jddx dy _ ddy

ST = dr = o’

mais, comme nous retrouverons les mémes équations un peu plus

loin, j’aime mieux traiter tout de suite la question d’une fagon un
? s

peu plus générale. Reprenons donc 'équation

dz

-d—t —X—n;y =0,

et soit A ce que devient le premier membre quand on y substitue
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les valeurs approchées (2). Nous aurons, en prenant les valeurs
plus approchées (3),

d
o?;:-‘ — X —nydy = A.
Dailleurs
do:z: o _dx
—“2 ‘dw _“‘2”‘ dw; T T dwr

Nous pouvons remplacer dans le premier terme n; par 2] puisque

0
oz est d’ordre Ak 41, de sorte que ce terme se réduit & Tt— dans

le second on a
E&n dz —-vocdx : vofrdx
iy d=, ® dzy

Or, dc et 8g étant respectivement d’ordre k et £ — 1, nous pou-
vons, dans le coefficient de ¢, remplacer z par z, et, dans celui
de 3g, remplacer & par z, (ol &, 21, £, représentent les trois
premiéres approximations de z). Nous pourrons donc écrire les
€quations suivantes :

‘ Jox dzy d.z-g
—?)-t——o\—n,oy A-—voca——l-—v =
sy ot dy, dy,
s -d—t—-—oY-{-n,o.z'_A—aoc—d———mgdp,
N dNe e _ 43S B o ds Ny, de.
Emc—l—f)?_- “Aam T dm ~dm drz am'’
~ dX, dry _d8S | di, ., dsy dy
et =P = T —as e s T — By + 3B,

Les termes en 8z et 8Z sont nuls dans le cas qui nous occupe, de
méme que A, A’ et les termes en 3¢, 8g; mais je préfere compléter
tout de suite les équations (13), aflin de pouvoir encore m’en
servir dans les deux numéros suivants.

oS et 8B sont connus; les arguments =z, et <, n’intervenant pas,
nous devons regarder 3¢ et 6g comme nuls; les seconds membres
sont donc connus; nous avons donc 4 intégrer un systéme d’équa-
tions linéaires 4 second membre. Les équations linéaires sans
second membre ne sont autre chose que celles que nous avons
intégrées au n® 347; seulement notre systéme d’équations différen-
tielles est du deuxiéme ordre au lieu du quatriéme.
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Nous n’aurons donc qu’a appliquer les méthodes des n*s 349
et suivants; il n’y aurait de difficulté que si le déterminant

dm d= d= dm

pouvait s’annuler, ce qui n'a pas lieu.

11 ne s’introduira pas de terme séculaire; cela ne serait possible
que si Pargument de 'un des termes du second membre était le
méme que celui d'un des termes de ce que nous appelions dans le
Chapitre précédent Z; ou 5, c’est-a-dire

T2k 4+ 1),

Or cela est impossible, puisque nos seconds membres sont indé-
pendants de <, et <,.

366. Passons maintenant au second cas :

2° u est divisible par E,, mais pas par E,.
Alors nos fonctions dépendront de v, (c'est-a-dire de <.), mais
pas de ¢y (c’est-a-dire de 7, ), et 'équation (8) s’écrira

. 068 ds,
(8 bis) —dt—_—.G—oH—on CTw

Comme le second membre ne doit pas avoir de terme constant, et
ds

que —— n’en a pas, 6H ne sera autre chose que le terme constant
dW_v. ?

de G; ¢H étant ainsi connu, les équations (12) donnent

éd%zg "B’dwg E“B_ "'ZQdE,

Or v ne dépend que de m, v, n’intervient pas et v; est constant;

on a done
dv dvs

dE, T dE,
dv N d‘!g
Z“B a5, = 9B gg,’

doH ddve d':
=5, = By, B g "'EQ

6B, = 0,

d’ot

Nous prendrons 6B, arbitrairement (en le prenant toutefois nul si
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les exposants ¢ de Ia caractéristique ne sont pas tous pairs). Tout
sera connu, sauf -——' ~; nous en tirerons donc cette quantité el par

conséquent

a‘lg = ____Eg é_a:l_g’
ga— 2 dby

puisque &v, est homogéne d'ordre g, — 2 en E,.

Connaissant v, = dn,, nous connaitrons le second membre de
’équation (8 bis) et par conséquent ¢S 4 une constante prés qui
est nulle, puisque ¢S est une fonction impaire.

Cela posé, venons aux équations (3); elles nous donnent

|
|

B8

l

BS dZ| ~ dz,
B =% am — 2, 4‘2 dhq

S, di sy
— = — Lo °B’+2 d.g

u, v, 3,, L, sont des fonctions connues, 3B, a été choisi arbitraire-
ment, on vient de déterminer 8S; nous pourrons donc déterminer
sans intégration les deux inconnues restantes 6z et 8Z a l'aide
des équations du premier degré (16). Le déterminant de ces équa~
tions,

Y
([)w

(16}

O)

Ry

dZ| d.q dui le

ne peul s’annuler, car il se réduit & une constante; on n’aura donc
pas, pour résoudre les équations (16), & effectuer de division.
Les équations (3) nous donnent ensuite

ce qui montre que 3B, est égal au terme constant de 2 u—. Les
équations (12) donnent

da[i_ dO‘Ig dv d‘lg
G =B B B Tt ¥ QL

Tout étant connu excepté 8B, cela détermine 8B.
Venons enfin aux équations (13). Dans ces équations, 7, n'inter-

N,
N . v
venant pas, tout se passe comme si 3¢ était nul; 3g = -°—'i est connu;
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on vient donc de déterminer oS et 8B; tout est donc connu, sauf
8z, &, °X, BY.
Ces quantités se détermineront donc facilement par I'intégration

des équations (15); on démontrerait comme au numéro précédent
b p
u’il ne peut pas s'introduire de termes séculaires.
p

367. Passons au troisiéme cas :

3° uestdivisible par E, et par E,. On peut alors éviter une inté-
gration.
Les équations (3) nous donnent

dis _ N, dv
dE; dE,’

car zy, Xo, 31, Z, ne dépendent pas de E,; si alors ¢S et ¢ sont
homogénes de degrés ¢, et k en E,, on en tire

91738 =Elczw,

ce qui détermine ¢€S.
On a ensuite

do‘S 3z dZ, GZ dq "'2“ .,

ag, = °° L,
dss _, di, d.,,
_d':—g— 52—-—— oBz—l—-Zu—,

ce qui détermine 8z et 8Z, la constante B, pouvant étre choisie
arbitrairement. Puis

25 _ +2 48 __ 3B +2ud"
= 3 dey ! =,
ce qui montre que 8B; et 8B, sont égaux aux termes constants de
d’:3 ’ d:l

Il reste & déterminer 8B et 6g, d’oit dépend 8v, ; pour ¢ela nous
nous servirons des équations (12), qui nous donnent

doH _ ds»,
aE, =P ZaBdh AQ
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Dans le coefficient de 8B, nous pouvons remplacer les v par leurs
valeurs approchées, v=rn,—n,, v,=co¥: ...} dans ces condi-
tions, les v ne dépendent pas de E, et il reste

dcH d tva 2 Q
g, = o dE,
et 'on aurait de méme

 SH (l 0*12
T =P Qs

gi3l= Bigdm + 3 4Qq,

et 'on en déduit

qa cH = Bg(qz-— ‘2) a‘/'_)—i—EI(’Qq,

g étant supposé homogéne de degrés & et /' tant en E, qu’en E,.
De ces deux équations on tirerait ¢H et dv, (d’ol 6g).

Le procédé deviendrait illusoire pour ¢» == o0, mais dans ce cas
r argument 7, et par conséquent 012 n'interviennent pas.

On trouve ensuite

EAL Rl FOX T EOXE
d’ou I'on Lire ¢B.

On déterminera enfin 3z, 8y, ¢X, dY par le moyen des équa-
tions (13); dans les seconds membres tout est connu, 4 'exception
de la constante 8c. On disposera de celte constante de fagon & faire
disparaitre les termes séculaires, qui cette fois ne sont pas nuls
d’eux-mémes. La détermination de toutes nos inconnues est donc
achevée.

368. Cette méthode a été exposée, mais sous une forme et avec
des natations différentes, dans le Tome XVIL du Bulletin astrono-
migue, p. 87 et 167. Quand on veut I'expression analytique des
coefficients, elle présente I’avantage de rendre plus rapide le travail
de substitution (puisqu'on n’a qu’a faire les substitutions dans @,
au lieu de les faire dans les trois dérivées de cette fonction) et
d’amener a l'intégration d’un sysitme du deusiéme ordre au lieu
du quatriéme. Elle est susceptible de plusieurs variantes
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1* Nous pouvons employer un artifice analogue a celui des
n" 327 et 347. en envisageant un probléeme plus général que le
probléme proposé. Nous avons

=X oy 4+ m; , ) var?
P’ =-'—'-’————-'--’-—— +—ny Xy —Yaz)—n}
> ; J 3 "

—nie,

le dernier lerme — 2O représentant I'ensemble des termes conte-
nant en facteur = ou E;. Prenons la formule plus générale

=X nmy+-m
- 1 7 R
’1 ——2—‘ _—— Ilglh.}/-"Yl')

7

224 2 32 72— 2 32
—n} y/ e 3h }: — 20,
4
qui se réduit & la premiére pour /= n,. Au n" 347, nous avons
posé
nay= pv, h=mv;

nous poserons cette fois, ce qui revient au méme,

ny=mv, h=gmv.

Nous appliquerons ensuite la méthode en développant, non plus
seulement suivant les puissances de « et des E, mais suivant celles
de 8, de « et des E, de telle fagon que z,, par exemple, représente
'ensemble des termes indépendants de «, des E et de 3. Le
nombre des termes & calculer se trouve un peu augmenté; en
revanche, £q, gy Xq» Yo, 515 Z; se réduisent 2 un seul terme en
€0s 7, sin 7, COS T2 OU SiN Ty.

2* On pourrait, au contraire, achever d’abord le développement
par rapport & = en regardant les E comme nuls, puis développer
ensuite par rapport aux E, en regardant z, par exemple comme
I'ensemble des termes de degré zéro par rapport aux E seulement,
mais de degré quelconque par rapport 2 a. Ou bien développer
d’abord par rapport & E, et E,, et ensuite par rapport & a et E,.
 Cela entraine dans la méthode quelques petites modifications sur
lesquelles nous n’insisterons pas.

3 Au lieu de prendre les coordonnées rectangulaires z, y, 5 et
leurs variables conjuguées X, Y, Z, on peut prendre les coordon-
nées polaires et leurs variables conjuguées. La méthode fondée
uniquement sur les propriétés des équations canoniques restera
applicable, sauf quelques modifications de détail.
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TatorEMES D Apaws.

369. Reprenons 'équation du n° 362,

‘W Zw—-— —H,

ou cette foiszX signifie z X 4+ yY + 5Z. Posons

il viendra
, 1 dX
-—Cp‘—'l-;z.’ﬂ ZX—- —H.
Mais
dz _ dF' _ do; dX dF' _ d®,
dt — dX ~ dX’ a4t s T dzr T dzx
Donc
dv , 1 dd] ad',
e=di—s et o Z\-——-—H
Soit

P, =2 Phs

ok représentant 'ensemble des termes homogénes de degré & en
z, ¥, 5, X, Y, 7.; on aura, en vertu du théoréme des fonctions

homogénes, )
2 dcl) -I-Z\ Z/; Dy
d\' —2 (l— —)O/,—- H.

V étant une fonction périodique, H ne sera autre chose que le

d’ott

terme constant de < 1— é) ©f.
Mais, si 'on néglige la parallaxe, on a

, IX: m1+ ms; a \3
P 1= 4+ ny(Xy —Yz)—n} P,AC’(FI-)-)

(cf- n° 313).

Tous les termes sont homogénes de degré 2, saufle terme en -,
. r
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qui est de degré — 1. Donc

ﬂ( /a’.'> 3 my—+ mg
: [— = |Cr= =
2/" 2 r

Donc, si la parallaxe est nulle, H n’est autre chose que le

I .
terme constant de - au facteur constant pres

3
;(I)Zl-!- ms).

370. Cela posé, prenons I'équation (9) du n° 363,

dH =ZB dv.

Comme v et v; ne dépendent ni de E, ni de E,, elle nous donne

dd dyy dvy
\ ag; = B35, * P13, -ZBdh,

(17)
dH _ d‘lg ‘Ig
dE, — B’BE B“d —ZB
d’out
dH dH N dv dy
(18) E"C-i—Ej -I—Ezm -—ZB(ExdEl Egm)
Soit

H=Hj+-H,+H;=+...,

H; représentant 'ensemble des termes de degré 4 par rapport  E,
et E,, et de degré quelconque en a et E;. Le théoréme des fonc-
tions homogenes nous donne

dH aH
Elt-i_-E‘ +E2d_E’ = 2H3+4H5+....

Donc 2H, représente ’ensemble des termes de degré 2 dans le
second membre de (18). Or B, et B, sont divisibles respectivement

par E} et EZ; d’autre part, E, % + E, ;E': s'annule avec E, et E,.
Donc les termes du second degré sont nuls, donc

Hg‘—"—' 0.

Donc les coefficients de E} et de E; sont nuls quels que soient
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« et E; dans le développement de H; ils sont donc nuls, si 2 = o

et quel que soit E; dans le développement du terme constarit de Il

371. Soit maintenant

' H,= aB} + 25K B + cES.
Soient
w=x+ wE} +plE +...,

Vo= Ay + }LzE?—l—plej-l-...,
Bi=BE%+“" B2="(E§+...

les premiers termes des développements de vy, va, B, v suivant les
puissances de E, et de E,; ces coefficients a, b, ¢, ), w, 8, vy sont
eux-mémes des fonctions de E; ou de «, on de E, seulement si nous
supposons a = o.

Les équations (17) nous donnent alors

faBb} + 0B B} +... =284 E} + 2y E; B2 4. .,
46R}Ey+ fcEf +...=2Bu | E}Es+2yp, Ef +.. .,
d’ott
20 =B, 26=8p =y, 20=7yu,
ou

a b b c

T TP
Clest 13 une relation entre les coefficients du développement
de v, et de v, et par conséquent de ¢ et de g d’une part, et ceux du
développement de H, et par conséquent (en supposant a = o) du

T
terme constant de =
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ACTION DES PLANETES.

372. Pour étudier I'action d’une planéte troublante sur le sys-
téme formé par le Soleil et une planéte troublée, on commence
par former les équations du mouvement de ce systéme comme si
la planeéte troublante n’existait pas. Ce mouvement est alors képlé-
rien et, en seconde approximalion, on étudie les perturbations
de ce mouvement képlérien par la planéte troublante; pour cela
on applique la méthode de la variation des constantes.

Nous opérerons absolument de la méme maniére pour étudier le
mouvement du systéme quadruple formé par le Soleil, la Terre.
la Lune et une planéte. Comme premiére approximation, nous
intégrerons les équations du mouvement du systéme triple : Soleil,
Terre, Lune; c’est ce que nous avons fait dans les Chapitres pré-
cédents; nous avons obtenu ainsi les coordonnées des trois astres
de ce systéme en fonction du temps et d’un certain nombre de
constantes d’intégration C. Nous devons ensuite étudier les pertur-
bations de ce mouvement par la planéte, c’est-a-dire déterminer les
petites variations des constantes G dues 4 I'action de cette planéte.
Cette fagon d’appliquer la méthode de la variation des constantes
a été proposée et mise en ceuvre par M. Newcomb.

Reprenons les notations des n°* 42 (t. I, Chap. II) et 312
(Chap. XXIV). Soient

A la Lune,

B le Soleil,

C la Terre,

P la planéte,

D le centre de gravité du systéme Terre, Lune,
G celui du systeme Terre, Lune, Soleil.

P. — II (2). s
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Soient
zy, #), %3, my = mg = my les coordonnées et la masse de A ;
zy, 5 T, My =my = my » B;
Zq7y, Xy, Xy, My =M =My » C;
Z10y Z11y, Tz, Myo= M1 = My» » P;
yi=migye
Soient
@y, &4, &, les trois projections de AC;
z, @y, » BD;
! J ' .
Zi0y T119 Li2 » PG;
mymq
’ 1 -
m, =M, =M, = ——————
1 2 3 m1+m7’
my(my+ my)
! r -
m =N =My, = ——
4 s 8 mi+ my,+ mq’
= = e = mw(ml+ m,—+ m7) .
1o 11 12 m1+m5+m1+mm’
7
LA IA
yi=migg
Soient
INYE_I1NY?
T = — T - —_
2 m 2 m

I’énergie cinétique et

__(mum,  mymg  m,Mq\ (MM My MMy
U‘(AB“‘AC"‘BG)(PA PB PC)

I'énergie potentielle; F = T + U I'énergie totale; nous aurons les
équations canoniques

doj _ dF - dyp_  dF
dt — dy}’ dt —  dz

Nous diviserons T et U en plusieurs parties; nous poserons

T=Ti+ Ty+ Ty,
U= U+ U+ U3+ Ug-l— Ug—l—Ug,
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et

1 7t .
Ty= -~ Z—‘-,- (i=1, 2, 3),

I 2 .
T.=232Z0  (i=4, 5 6),
T¢;=l ‘&7- (=10, 11, 12),

-+ ms
U‘=__Xﬁ—’ U,=__”_“_(_’%B__ﬁ_),

U 1 1 1
3=mym, BD — AB -~ m,my BD —BG/)’

myo(my -+ mu—+ m‘l)

Up=— PG

T 1 I
Us= m:.mw(l-;a PB)+m‘°(m‘+m")(—§—'T)’)
U°=m‘m”<l’_"D PA)"‘m"m“( )

On voit que T, et U, dépendent seulement des coordonnées de
la Lune (et des y; correspondants); T, et U, des coordonnées du
Soleil; T et Uy de celles de la planete; U, de celles de la Lune et
du Soleil; Uy de celles de la planéte et du Soleil, et enfin Uy de
celles de la Lune, du Soleil et de la planéte.

373. 1l faut maintenant voir quel est I'ordre de grandeur de ces
différentes quantités. Je supposerai que l’on ait pris une unité de
longueur de I'ordre de BD, de telle sorte que AC soit de I'ordre
de la parallaxe «, ce que j’écrirai

BD ~1, ACr~a;

Jje prendrai de méme une unité de masse de 'ordre de la masse
du Soleil my, de sorte que

my~ 1.

Pour les planétes inférieures, on aura

Myg ~ Ny, PD ~ 1.

Pour les grosses planétes, 7, sera beaucoup plus grand que m4;
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mais en revanche PA, PB, PC seront beaucoup plus grands que 1,
et cela fera une sorte de compensation; nous admettrons donc
dans tous les cas

Nggn~ Moy, PD ~1.

Nous trouvons ainsi
T‘ ~ U’ ~ m1m7,
Tg ~ UgN ms,
Uz~ 22my,
T3 ~ U.'.N ms,
UsN m%, U6~ a2mqymsy.
NOUS POSCI‘ODS maintenant
F=F+F,
Flo= To+ T3+ U+ Ug, F'= F6+U5,
F' = Ty T3+ U+ U+ Us,
FG=T1+U1+U3, F'= F%-’—'Ua.

Nous observons :

1° Que F' ne dépend pas des coordonnées de laLune;
2° Que U, et U, sont négligeables devant F';
3° Que T, et U, ne dépendent que des coordonnées de la Lune.

Il en résulte qu’en ce qui concerne les coordonnées du Soleil et
de laplanéte, nous pouvons nous contenter des équations
dz;,  dF  dy} dF’ .
(1) = '_?i)_r;’ 2 =T d (=4, 35,6, 10, 11, 12).
Pour la détermination des coordonnées de la Lune, nos équa-

tions se réduisent a
drj _dF . dy, _ dF

(2) 7t =‘75’71, &t =T (t=1, 2, 3).

374. En premiére approsimation, nous négligerons Uy devant
F}, et Us devant F;. Dans ces conditions, nos équations se réduisent
a
do; _dFy  dy,  dF

(1 bis) v i dy’;’ - = P (i=4,5,6,10, 11, 12),
. dz; _ dF, ay; __ dFy .
(251&‘) -d-—t—ms E ——m (l— l,2,3)-
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Or on voit que F; se compose de deux parties, I'une dépendant
seulement des coordonnées du Soleil et Jautre de celles de la
planéte, et que F; n’est autre chose que la fonction m', ®; dun°312
(Chap. XXIV). D’ou cette conséquence que, si I’on se borne aux
équations (1 bis) et (2 bis),le mouvement du Soleil B par rapport
au point D et celui de la planéte P par rapport au point G sont des
mouvements képlériens.

D’autre part, le mouvement de la Lune par rapport a la Terre
est celui quia été étudié dans les Chapitres XXV a XXIX. Nous
supposerons donc qu’on a complétement déterminé ce mouvement
en appliquant les procédés exposés dans ces Chapitres.

Les quantités

zp ¥ (=4, 5,6, 10,11, 12)

s’exprimeront donc en fonctions du temps et des douze éléments
(canoniques ou elliptiques, cf. n° 58) de l'orbite de B autour
de D et de celle de P autour de G, ou bien, si I'on préfére, en
fonctions des deux longitudes moyennes de B dans son mouve-
ment képlérien autour de I) et de P dans son mouvement képlé-
rien autour de G, et des dix autres éléments (canoniques ou ellip-
tiques) des deux orbites.
Les quantités

zy Vi (i=1,2,3)

pourront s’exprimer en fonctions du temps, des six éléments de
Porbite elliptique de B autour de D et de six autres constantes
d’intégration, ou bien encore en fonctions : 1° de la longitude
moyenne du Soleil, ¢’est-a-dire de I'argument t3 ; 2° des cing autres
éléments de I'orbite elliptique du Soleil; 3° des trois argu-
ments T, Ty, T2; 4° des trois constantes E,, E,, m (ou de trois
fonctions quelconques de ces trois constantes etdes cing éléments
de T'orbite solaire).

375. Ainsi nos 18 variables z;, y; se trouventexprimées en fonc-
tions de 5 arguments variant proportionnellement au temps, qui sont
les deux longitudes moyennes de B et de P, et les trois arguments =,
Ty, T2, et de 13 constantes d’intégration.

Quand on a intégré les équations (1 &is) et (3 bis), on connait
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les relations qui relient les 18 variables, ces 5 arguments et
ces 13 constantes.

Supposons maintenant que nous poussions plus loin I'approxi-
mation et que nous revenions aux équations (1) et (2). Nous
pourrons alors définir 18 variables nouvelles qui seraient liées
aux 18 variables anciennes z’ et 3’ par les mémes relations que
I'étaient nos 5 arguments et nos 13 constantes quand nous nous
contentions des équations (1 bis) et (2 bis). Ces 18 variables
pourront étre regardées comme les éléments osculateurs des
trois orbites de B autour de D, de Pautour de G, de A autour de C.
Seulement ces éléments osculateurs ne seront plus, les uns des
fonctions lindaires du temps, les autres des constantes; tout ce que
nous pouvons dire, c’est qu'a cause de la petitesse des termes
complémentaires U et U, les uns varieront & pew prés propor-
tionnellement au temps, et les autres ¢rés lentement.

Opérant tout & fait comme au n°79(t. I, Chap. IV), nous allons
faire un changement de variables en prenant pour variables nou-
velles ces 18 éléments osculateurs; mais, pour I'application de la
méthode de Lagrange, il convient de choisir ces variables (que
nous n’avons pas encore complétement définies) de telle fagon que
la forme canonique des équations ne soit pas altérée.

1° Pour les 6 éléments du Soleil, nous choisirons les éléments
canoniques

L, &, B X o0 M
définis au n° 38. La longilude moyenne X n’est autre chose que

notre argument <;; d’ailleurs /E2 + #? sera de l'ordre de E;, et
pourrait jouer le méme réle que E; dans 'analyse des Chapitres
précédents. Dans ces conditions,

(3) o dyi+ oyl + Fydyy — hdL— Y ndk
est une différentielle exacte, ce qui est la condition pour que les
€quations conservent la forme canonique.

2° Pour les 6 éléments de la planéte, nous choisirons également
les éléments canoniques

L, &, £, A g N2

du n° 58. Mais d’ailleurs ces éléments ne joueront aucun réle dans
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I’analyse qui va suivre; et en ce qui les concerne, les équations (1)
nous donneraient simplement les perturbations du mouvement de
la planéte par le systtme Terre-Lune supposé réduit a un point
mathématique; ces perturbations ont été déterminées dans le
Tome I.
3° Pour les 6 éléments de la Lune, nous prendrons les 3 argu-
ments 7, 74, T, et les 3 constantes B, B,, B, du Chapitre précédent.
Si nous rapprochons les formules

zw'dy" =2 2dX -+ (Xy — Yz) du,

Y odx —dor= A'dw _ % d“”

@) = P14+ m(Xy — Ya),
U=we=7Ty,  yi=miyp

Zz dX — do" =ZB dr—E3® drs,
Yo dy— dor= a7 — 21 d“”

des n° 318, 320 (Chap. XXI1V) et 360 (Chap. XXIX), nous

pourrons écrire
m, dQ”=E:z-’,dy’t—2 m, By dri+ m'y By @ dry— m!y(Xy — Ya) drs.

Toutes ces formules supposent que les éléments du Soleil, et en
particulier E4, sont regardés comme des constantes. Si nous sup-
posons de plus dty= 0, nous verrons que I’expression

4 @, dy', -+ 2y dy'y + @y dy'y — 'y (Bd s+ By dry -+ By divy)

est une différentielle exacte, en supposant que les six éléments
solaires (en y comprenant E; et v3) soient regardés comme des
constantes.

Il vaudra mieux d’ailleurs écrire la relation précédente sous la
forme suivante (en divisant par m)),

Q" =Zw’ dy”——EB dre -4 By @ dvy — (Xyr— Y) drs,

ou, mieux encore, NOUS remarquerons que t; ne joue pas le méme
réle que les autres arguments © et nous mettrons en évidence le
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terme en dx, en posant
Y\ Bdi=Bds+ Bids + Bydss
et en écrivant par conséquent dans les formules précédentes
Y Bz Bydz
au lieu deEBdc, ce qui donne
dQ”=2x’d_;/’—ZB d= — dry(By— Eq@ — Xy + Yz).

Nous rappellerons ensuite la formule

?i'l - K -+ E3 q’
Ny
du n° 360, et nous poserons
B3= % - K-
Nous aurons alors
(5) dQ"=2x’dy"—ZBd-:—(G-—d>,)%1:-;

cette formule suppose que tous les éléments solaires, sauf 73, sont
des constantes. Si nous regardons de plus ©; comme une constante,
nous aurons |'expression

(4 bis) .Zw’dy”—-ZB d-,
qui sera une différentielle exacte.

376. Nous n’avons pas & revenir sur ce qui concerne les équa-
tions (1). On intégre d’abord les équations approchées (1 &7s), qui
définissent le mouvement képlérien de la planéte par rapport au
point G, et du Soleil par rapport au point D; on en déduira I'in-
tégrale des équations exactes (1) parla méthode de la variation des
constantes. Ce n’est pas autre chose que I'étude des perturbations
mutuelles de la planéte et du systéme Terre-Lune (supposé con-
centré en son centre de gravité D), étude qui a été faite compléte-
ment dans le Tome 1. Passons donc aux équations (2), que nous
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écrirons
- hid
(6) dzi _ o dyi ™y,
di = dyt’ dt dz;

Nous allons prendre pour variables nouvelles les éléments
canoniques solaires et les six variables <, 7y, %2, B, By, Ba. Les
coordonnées 2/, les 3" et Q& vont étre des fonclions de ces six varia-
bles = et B, de =, et des cing autres éléments solaires que j'appel-
lerai les ;.

La formule (3) suppose que ces y; sont constants; si on les
regarde comme variables, cette formule doit étre complétée et Pon
doit écrire

(5 bis) dQ"=Zm’d_y"—2 Bd: —(G—a,) ’-ii’ +2r,~d~{i,

2
_do Y
L= 7 a7

Pour savoir ce que vont devenir les équations (6) par ce chan-
gement de variables, il faut se reporter au théoréme du n” 12.
Dans ce numéro on envisage un systéme d’équations canoniques
o F dépend explicitement du temps; on fait un changement de
variables, les variables nouvelles 2’ et )/ étant fouctions des va-
riables anciennes z et y et du temps ¢. On suppose que

Zz’dy’ —2&: dy

soit une différentielle exacte, en supposant dt = o, et que

Ex’dy'—za;dy —Wdt

soit une différentielle exacte pour d¢ Zo; dans ce cas les équations
conservent la forme canonique, mais la fonction F doit étre rem-
placée par F — W.

Nous pouvons appliquer ici ce théoréme, car, les équations (1)
étant intégrées, les éléments y; et T3 peuvent étre regardés comme
des fonctions connues du temps. Nous pouvons donc éerire

en posant

(5 ter) do’ =2x’dy" —ZB dv+ W dt,
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I dus
=(®;— G T
W= (P = E ‘dt’

et les équations (6) deviendront

en posant

dB dq>2 d’: d¢g

@ %= d@ &
en posant Wl F
2= 'n—zq -

1l est bon de remarquer que cette analyse ne suppose nullement
qu'on ait choisi pour les y; les éléments canoniques du Soleil,
qu’on peut tout aussi bien choisir des fonctions quelconques de
ces six éléments canoniques et en particulier les éléments ellip-
tiques.

377. Nous devons parmi les éléments solaires faire une distinc-
tion; les coordonnées z, y, z, telles qu’elles ont été calculées
dans les Chapitres précédents, dépendent de 73, anomalie moyenne
du Soleil, ainsi que de I'excentricité solaire E;, et du grand axe
de Yorbite solaire inversement proportionnel & la parallaxe a.
Elles ne dépendent pas des trois autres éléments qui sont la longi-
tude du périhélie terrestre et les angles qui définissent I’orienta-
tion de I'écliptique mobile par rapport aux axes fixes. Il en est de
méme de X, Y, Z et Q"; ces fonctions sont égalemenl indépen-
dantes de ces trois derniers éléments, que j’appellerai les éléments
d’orientation.

Nous avons écrit plus haut

Zm dy = Emdx+ (Xy — Ya) drs,

mais en supposant dy;==o. En regardant les y; comme des variables
il convient d’écrire

zzr ay =2xdx+ Xy—Yaz) d‘:;+2Ai dyi,

zw 22X +A
dyz Ad o
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Si y; est un élément d’orientation, on aura

dar_dx _
dyi du
et par conséquent
4o dX
rt=-d—~{i— z'?d—‘?;—A;——A;.

Qu’est-ce maintenant que A;? Si les trois éléments d’orienta-
tion vy, Y2, Y3 subissent trois accroissements dvy;, dys, dys, tout
se passera comme si les axes mobiles des z, y, z subissaient trois
rotations infiniment petiles, par rapport aux axes fixes des z, z,,
2. Si I'on s’arrange pour que les axes mobiles coincident a I'ori-
gine des temps avec les axes fixes, ces trois rotations s’opéreront
autour des trois axes et 'on aura

z: 'y ax _ —

A= x_d‘?;— A =Yz 1y,
2 d

Az—- z' d‘[, d‘{a =Zzr —Xz,
2 dX

A3= z' d*{a 2:{; == X}’ Yz

378. Si nous supposons que la masse my, soit nulle, les y; se

. R .. dx
réduisent & des constantes ainsi que —d_ts’ etl'ona

in . d‘:a - .
-zz'—o, E—Il’, W——q)l—G’-

Ou a d’autre part
F'= 0= T1+ Ui+ Uz= m.’lfb,,

d’out finalement
P, =G.

G est fonction 51mplement des B et des y;; les équations canoniques
se réduisent &

dB _ dG _ dy _ __ dG
&k % G T ass”

Nous pourrons donc écrire

—dG=vdB -+ Vi ng‘l‘V;dBp
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en regardant les y comme des constantes. Si nous rapprochons de
la formule du n° 363

dH =B dy+ B1 d‘J1+ B, d‘lg,

nous en tirerons
H—- G = Bv 4+ Bt‘li —+ Bg\lg,
plus une fonction arbitraire des y; que nous pouvons supposer

nulle. Nous aurions pu déduire cette méme formule de la for-
mule (9) du n° 363 qui peut s'écrire

H = Bv—+ B,v;+ Bava+ Bzvz+ Ku;

et de la définition de G au n° 373 qui peut s’écrire
G = B3vz+ KV3.

dy:
-
379. Supposons maintenant que 7, ne soit pas nul; alors —=

ne sera plus nul, mais trés petit; cjlt ne sera plus égal & une con-

stante, mais nous pourrons poser

¢ étant trés petit. Nous aurons d’autre part

F’ = m} & + U,
d’ou enfin

4’2—G‘+ 7o+ (6= q>,).-.—2r,-_.

Nous pouvons poser encore
G = G’o -+ BG’,
G, étant ce que devient G quand on y remplace les y; par leurs

valeurs initiales et étant, en conséquence, fonction seulement de B,
B, et B, et 8G étant trés petit, puis écrire

R= (6= q:,)a_-znd*f
d’ol
Py = G+ R,
ce qui nous donne finalement les équations

(8) dB8 _dR  dv _  dG 4R
dr — dz’ dt - dB~ 4B’



ACTION DES PLANETES. 125

R étant trés petit; nous pouvons dans les dérivées de R remplacer
les variables par leurs valeurs approchées; R et ses dérivées pour-
ront alors étre regardées comme des fonctions connues du temps.
Ce seront des fonctions périodiques par rapport aux cing argu-
ments .
Ty Tl T2y T3y Tas

74 élant 'anomalie moyenne de la planéte, lesquels arguments, ré-
duits 4 leurs valeurs approchées, sont des fonctions linéaires du
temps. Les dérivées de R se présenteront donc sous la forme

zAcos(ut-l- B),

les A, les « et les P étant des constantes.
On aura alors les B par de simples quadratures; les B étant dé-
terminés etles y’ayant été prealablement a I'aide des équations (1),

il en sera de méme des dérivées . yui ne dépendent que des B et

lli
des y; on pourra avoir les = par quadrature. C'est absolument ce

que nous avons fait dans les Chapitres IV et V.

380. Il y a une autre manitre de comprendre ’application de la
méthode de la variation des constantes. Si m,, était nul, nous
aurions certaines relations entre nos variables z;, y; ({=1, 2, 3),
les éléments lunaires B et = et les éléments solaires 7, et v;; soient

!

(9 ;’2 =S (B, %, 71 7s)

ces reldtions. Si m,, n’est pas nul, de sorte que les éléments de
Porbite solaire soient variables, nous pouvons conserver les rela-
tions (g) comme définitions des éléments osculateurs B et 7; cest
ce que nous avons fait jusqu’ici, mais on peul aussi opérer autre-
ment.

Soient y; les valeurs initiales des y;; soit

0= no
Ta=ngt-+ ey,

nj et g, étant les valeurs initiales de n, et de 7;; remplagons alors
les équations (g) par les suivantes :

(g bis) P = f(B, 5,18 )
Yi
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Ces six équations (g bis) définiront les six éléments oscula-
teurs B, By, By, 7, 7y, ©,. Les B et les = définis par les équa—
tions (9 bis) ne sont pas les mémes que les B et les t définis par
les équations (g), mais ils en difféerent fort peu.

Remarquons que, les y?, n3, e, étant des conslantes, les éléments.
solaires variables n’interviennent pas dans la nouvelle définition.

Que devient I'équation (5 bis)

dr =N dy— Y Bdi—(G—2) 22+ Frian?

ns

On doit y remplacer les v;, n, et 73 par ¢}, n} et<3; on a alors

0
2

d¢?=o, =dt,

puisque les y! et ¢, sont des constantes, et il reste
dQ":Za;’ dy"-ZB dr — (Gy— ) dt.

De plus, comme ®, dépend des constantes solaires, il faut rem—
placer ®, (qui est une fonction des z', des y”, de t; et des v;) par
ce que devient cette fonction quand on y remplace y; et <3 par y;°
et 73 ; je désigne par ®J le résultat de cette substitution, d’ou

W=¢?—G’o.

Nous aurons alors les équations

dB d‘pg drt d¢,

(7 bis) v il e =" 7B’
en posant
Bi= L W=+ 28 (81— Gy),
mj m 1
d’out

®y=G,+R, R= 3% 4 (&,—a9).
my

Remarquons que G, ne dépend que des B. Nous retombons donc
sur des équations de la forme (8) qui se traitent de la méme fagon.
M. Newcomb (Investigation of inequalities in the motion of
the Moon produced by the action of the planets, Washington,
Carnegie Institution, juin 1go;) emploie un procédé mixte; il
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emploie, en effet, le procédé du n° 379 pour les éléments d’orien-
tation et celui du n® 380 pour les autres éléments.

381. En général, les termes provenant de I'action des planétes
sont fort petits et ne deviennent sensibles que par U'effet des petits
diviseurs si la période est trés longue. Ils ne seront le plus souvent
appréciables que dans le cas d’une double intégration, qui intro-
duit au dénominateur le carré du petit diviseur. Nous aurons donc
la partie la plus importante d’un terme & longue période en nous
bornant a 'intégration des équations suivantes :

dB _dR  di _ _ dG

@ T a4 daB’
Nous négligeons ainsi dans le second membre de la seconde équa-

. dR . e e . . . .
tion le terme — — qui ne subirait qu’une simple intégration. Si

nous appelons 8B, 8y, 8t les inégalités dues & un terme donné R
de la fonction perturbatrice, et si g est ce que devient G quand on
y remplace les B et les y par leurs valeurs initiales, nous pourrons
encore écrire

oy @B _dOR dBy _ 26 o &G,
() —F =&’ @ T 4B B °hk @By, o1k

382. Nous devons distinguer 'action directe et ’action indi-
recte d’une planéte. Sil’action directe existait seule, tout se passe-
rait comme si, le Soleil B et la planéte P assujettis & décrire des
orbites képlériennes, 'un autour de D, ’autre autour de G, la Terre
et la Lune étaient soumises & l'attraction de ces deux astres mo-
biles; si 'action indirecte existait seule, tout se passerait comme
si, la planéte n’existant pas, le Soleil B était assujetti & décrire,
par rapport 4 D, I'orbite troublée due a 'action de la planéte.

Dans le cas des équations du n°® 380, I'action directe pro-
vient du terme ’%‘,-’— et 'action indirecte du terme ®, — ®? [dans

1
ce cas, dans les équations (10), on doit remplacer G par G, et les
d2G
dérivées ——— B a0

Dans le cas du n® 379, on obtiendra I’action directe i 1'aide

sont nulles, car G, ne dépend que des B] .

d
des équations (8), en regardant les ‘y, et —— comme des constantes
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et en réduisant R au terme 5—? - On obtiendra P’action indirecte, en
1

définissant Jes variations des y; et de 2 = par le moyen des équa-
tions (1) et en réduisant R aux termes

-
(G—y)e— ¥ 120

Lorsque la planéte troublante est trés voisine du Soleil, l'action
directe et I'action indirecte sont sensiblement égales et de signes
contraires.

En effet, soit G, le centre de gravité de P et B. Dans le cas qui
nous occupe, le point G, décrira une orbite sensiblement képlé-
rienne autour de D, analogue & celle que décrirait le point B si la
planéte n’existait pas, mais dontle grand axze, pour un méme moyen
mouvement, se trouve multiplié par

Y1+ %l:’ .
Si 4 la limite nous négligeons la distance PB, tout se passe pour
I'action directe comme si la masse du Soleil était augmentée
de n2y, et, en ce qui concerne I’action indirecte, comme si la dis-
tance BD était multipliée par

3 myo

I+ —;
ny

.

il y a donc compensation en ce qui concerne les inégalités corres-
pondantes (c’est-a-dire celles qui ne dépendent pas de
I'angle PG, D).

Il y a compensation aussi pour les inégalités proportionnelles a
la distance PB (et qui contiennent cet angle PG, D comme argu-
ment), car I'écart BG, multiplié par m; est égal a I'écart PG, mul-
tiplié par m,,. La compensation n’existe plus pour les inégalités
proportionnelles aux puissances supérieures de PB, mais ces iné-
galités sont beaucoup plus faibles.

383. Nous devons distinguer deux sortes d’inégalités planétaires
périodiques. Celles de la premiére sorte sont celles dont ’argument
ne dépend que de 7; et de =;. Dans ce cas on a, en se reportant



ACTION DES PLANETES. 129

aux équations (10),
d 3R
dr

8B = o, 2 db, (z-{,, -

Ces inégalités sont donc dues presque exclusivement a Paction
indirecte (je veux dire que les termes provenant de I'action indi-
recte subissent seuls une double intégration), et ’action directe est
négligeable surtout si la période est longue.

Les seuls v dont dépend G sont E; et le grand axe solaire «'.
Le terme en E; est de beaucoup le plus petit. On peut donc écrire

=0,

d'out

dén d2G P
dt ~ dB:da ’

el comme on a d’autre part, A étant la longitude solaire,

d 8\ 3n

ar T ; 8,
on voit que les inégalités 3z, 67y, &t, sont sensiblement proportion-
nelles entre elles et & I'inégalité solaire 6. L’inégalité 3+ engendre
une megahté longue période de la longl tude vraie de la Lune; les
inégalités dt, et 8t, engendrent des inégalités concomitantes a
courte période de la longitude vraie. La prmcipale de ces inégalités
de la premiére sorte est engendrée par Vénus et a pour pé-
riode 8%; —137;-

384. Les inégalités de la seconde sorte sont celles dont 'argu-
ment dépend de 7, 7, ou ta. Pour celles-la 8B n’est plus nul. Aa
contraire, comme 8y; ne contient que des termes indépendants
de =, 7, ou 7,, on devra faire dyx,= o, d’ou

d ot; 26

@ =T @B

Ces inégalités sont dues surtout A 'action directe. Pour les dé-
terminer, nous écrirons U, en négligeant la parallaze sous la

forme
U _ 1—3 cos2PDA
m’l myo - ‘}.P])8

ACe,

P. — II (2).



130 CHAPITRE XXX. — ACTION DES PLANETES.
ou

Us . Mo ' .|: oor ' ot
o _—/IPDS(JM&-&-MM.) +128€ + 120®' +12CL"),

Qo = ZE+ 2R —22P, Wb =aP—zd
e = zyay, ® =z 23, &=\ 23,

et ol &, W, &, @, & sont formés avec les trois projections du
vecteur P, ¢’est-a-dire avec

Zyy+ hah, 2y +Azy, Fhy+ A,

m
P .
my == my+ ms;

comme o, W, E, ® avec &, Ty, Ly-

. fooa R
On voit que P%’s" l—:—g—s, ... dépendent seulement de 73 et T,

tandis que b, ¥b, ... ne contiennent que des arguments dépen-
dant des coordonnées lunaires, 4 savoir (si ’on se borne aux termes
elliptiques) des arguments de la forme

2j7y+ kg pour o,
2% 4+ 273+ 2jmy+ ke, pour Ubet &,
s+ t3(2j—1)%a+ kv pour € et 0.

Les principales inégalités de cette sorte sont celle de Hansen,
due a P’action directe de Vénus, quia pour argument

T+ 1653 —187%, (période 239 ans)

’
proveriant du terme en v, de b et du terme en 1673 — 187, de%,

et celle de Neison, due & l'action directe de Jupiter, qui a pour
argument 2%+ 273 — % — 37, (période 37 ans), provenant du

1
terme en 27— 27;— 7, de Wb et &, et du terme en 3z, de %’%;

et PDs"

Je me bornerai 2 renvoyer pour plus de détails au Mémoire cité
plus haut de M. Newcomb, ainsi qu’au Mémoire de M. Radau
dans le Tome XXI des Mémoires de I’ Observatoire et au résumé
qu'en a fait Tisserand dans le Tome 11l de sa Mécanique céleste.

————— ) e
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ACCELERATIONS SECULAIRES.

385. Pour étudier les accélérations séculaires, nous devons
d’abord nous reporter 4 ce que nous avons dit au Chapitre V,
n° 103, au sujet de 'invariabilité des grands axes.

Soit plus généralement un systéme d’équations canoniques
(1) %=‘—§£’ %=—g§i: F =F;+ uR,

p- étant trés petil. Je distinguerai deux sortes de variables z;, que
j'appellerai les z; et les z;; je désignerai de méme par y; et y; les
variables conjuguées des z; et des 2.

Je supposerai que F, dépend seulement des 2’ et est indépen-
dant des 2", des »' et des »"; quant 4 R, il dépend des quatre
sortes de variables, mais il est périodique par rapport aux ' et
aux y”. Nous supposerons en outre que R dépend directement du
temps; plus précisément, nous supposerons que R est périodique
par rapport aux y', aux »’ et i un certain nombre d’arguments ¢
qui sont des fonctions linéaires connues du temps.

En premiére approximation, on a

doe’ _dFy _ dal _dF _ - dy_ _ dFo
@& Ty T @ TG T @& T T @@ =®
= = = dy’ __ dF, _
x' = const., 2" = const., "= const., 2 = 7 = eonst.

Pour la seconde approximation, nous remplacerons dans les
dérivées de R les variables par les valeurs approchées que nous
venons de trouver et nous aurons

.

dz' _ 4R
dr Tty
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et le second membre se présentera sous la forme d’une série trigo-
nométrique.

En effet, R est une fonction périodique des ', des 3" et des w;
les w sont des fonctions linéaires connues du temps, il en est de
méme des premiéres valeurs approchées des y’; quant a celles
des 3", ce sont des constantes.

Si nous supposons qu’il n’y a entre les -OEEE; etles 22 (c’est-

(‘1.2'; di
a-dire entre les moyens mouvements) aucune relation linéaire &
coefficients entiers, les variations séculaires ne pourraient pro-
venir que de ceux des termes de cette série trigonométrique qui
sont indépendants & la fois des y’ et des w. Or tous ces termes
disparaissent quand on différentie R par rapport a y;. Donc
il n’y a pas de termes séculaires dans les z; .

Clest 1a la généralisation du théoréme sur l'invariabilité des
grands axes.

Appliquons-le aux équations (8) du Chapitre précédent. G va
jouer le role de Fy, R celui de wR, les B celui des z/, les < celui
des y/, et enfin =5 et v, celui des ¢v; nous n’aurons pas de variables
analogues aux 2" et aux j”, tandis que dans les équations (5 &is)
du n° 93, Chapitre IV, les L, les &, les p et les © jouaient res-
pectivement le role des 2/, des ', des 2" et des y"; en premitre ap-
proximation on a

B = const., %'-; =— %—g = const,

En deuxiéme approximation on a

as _ an
dt ~ d=

Dans le second membre on remplace les B, les y par leurs valeurs
approchées qui sont des constantes, les T, t3 el 7; par leurs valeurs
approchées qui sont des fonctions linéaires du temps.

On obtient ainsi une série trigonométrique. Les termes de cette
série qui sont indépendants i la fois des <, de 73 et de 75, et d’oir il
pourrail résulter des variations séculaires, disparaitront quand on
différentiera par rapporta =, a 7, ou & ©,; donc les quantités B,
B,, B, r’éprouvent aucune variation séculaire.

386. Le numéro p'récédent nous apprend que les variations
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séculaires des B,

¢B, &B;. &B,,
sont nulles. C'est sur cette circonstance que s'appuie Brown pour
déterminer les accélérations séculaires

a

dv, Cvq, Ove

des divers moyens mouv ements. Pour cela rappelons la formule du

n°® 363 :
dH = Bdv+ Bl d‘ll-l- B: d‘lg.

Si nous regardons les B, H, v, et v, comme des fonctions de

)
Y= —
. m
de E, et de E,, il viendra
dH dy, dvy
S =B+B S +B 22,
) ' dH dv, dy
(=) ) am, = Bigm B
di dvy dvy
| ae =  BigE, ~Bam,

Si nous négligeons E? et E; et par conséquent B, et B, qui sont
respectivement divisibles par E et EZ, il restera

dH
T =B
et par conséquent
P a8 _
G d‘l = 0.

Les B, Hetlesv sontfonctions non seulement des trois constantes
lunaires v, E, et E;, mais encore de deux des constantes solaires,
& savoir le demi-grand axe a’ et I'excentricité E;. En vertu du
théoréme d'Adams, H ne contient pas de termes en E? et E2, de
sorte qu’en négligeant les puissances supérieures de ces quantités

on aura
dH _dH _ d*H _ d'H

et qu'il reste

di  &H,.,  d'H
3) il vl i
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Comme 3E; est connu par la théorie des planétes, cette équation
donnera 3v. Nous trouverons ensuite

dE;

(4) Ovp= %av—}—

oE;.
Nous devons remarquer, en effet, qu’a ce degré d’approximation

on a
El 8E| = E-_p 6E2= o,

et, comme B, étant divisible par E? nous pouvons écrire B,=C, E},
il vient
(5) SB,=E% 6C,+C, 6(E§)=o,
d’otl, puisque nous négligeons Ef,
¢(E})=o,

et de méme 3(E;) =o.

Les équations (3) et (4) déterminent les accélérations sécu-
laires 8v, 8v,, 8v,. Mais pour cela il faut se servir des expressions
de v, et de v, en fonctions de v et de E2, ou, ce qui revient au
méme, de celles de ¢ et de g en fonctions de m et de E3. Il faut,
d’autre part, connaitre I'expression de H en fonction de v et de E;.

Il nous suffit de rappeler qu’en vertu du théoréme d’Adams,
quand on néglige la parallaxe, H n’est autre chose, & un facteur
constant prés, que le terme constant du développement trigono-

métrique de L
r

387. Avant de pousser plus loin Papproximation en tenant
compte de E7 et E}, commengons par remarquer que nous avons
dvi _ dvi, d2v;
(6) E = 2‘7; OV — e
d’ot il résulte que les équations (3), (4) et (6) nous donnent en
premiére approximation

v, Ov;. af“-’ .

dv

2

Cela va nous permettre de passer 4 la deuxiéme approximation.
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Reprenons les notations du n°® 371 et écrivons

H=H,+ a Et+ 25 E2E}+cEj = Ho+ Hi,
vi= A + pa Ef 4y B,
va= ks + p2 B} + p; B3,
B, = BE}, B, = vE}.

Dans la premiére approximation, nous avons réduit H, v, et v, 2
leurs premiers termes, Hy, )y et X,.

Passons & la deuxiéme approximation. Comme & (E7) et 8(E3)
sont de I'ordre de E? et EZ, nous voyons que

~dH
8H‘, ) -2;-&’

qui sont des polynomes du deuxizme degré en Ef, Ej, g (E3),
8 (E2), sont de l'ordre de E! ou Ej et par suite négligeables, de
sorte qu’on a

di _ . dH, _a&H,,  a&H
b =0 = YT aan, 3Es.

D’autre part,
dH dV1 d‘lg

& = B+Bigr + Bl

d’ou, en nous rappelant que les 3B sont nuls,

d2H, dHy . oy L x s
@) T+ grag, =PRI G + YERS

Comme dans tous les termes du second membre figure en
facteur E? ou EZ, nous pourrons dans ce second membre rem-

lacer 5 et @2 1 ar leurs premiéres valeurs approchées, de sorte
p rs a P P pp

que I'équation (7) nous donnera la nouvelle valeur de dv.

388. Nous avons ensuite, pour les v,

(8) avi=fi—“jav+%‘;aE,+ s 8(EF) + b 8 (E3).

Il faudra cette fois, dans le calcul de D B yenip compte des
dv dE;

termes p;E + p; EJ.
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Pour calculer 3 (E), nous nous servirons de l'éguation (5) et
nous y ferons

4,
el

"W
>l

v 4 3E;.

o

S

Ci=8, #C;=

8=

&)

3

Nous pourrons d’ailleurs, dans cette formule, remplacer 8v par
sa premiére valeur approchée. On calculerait 3 (E2) de la méme
maniére.

On peut considérer les développements des v; comme connus,
el par conséquent aussi ceux des X, 2. ;- On connait également

. 1 , .
celui de -, et par conséquent celui de H et ceux de H,. @, &, c.

Quant & §# et a v, ils nous sont donnés par le théoréme d’Adams
du n° 371, d’ou
2 20 25 2¢
p=22=20, 2820
[ 1 2 a2

On remarquera que, dans toute cette analyse, les éléments
d’orientation ne jouent aucun réle, d’oi il suit immédiatement que
les déplacements séculaires de 1’écliptique ne peuvent exercer
aucune influence sur 'accélération séculaire du mouvement de la
Lune, ce qui confirme les résultats obtenus autrefois par M. Pui-
seux.

Il resterait & parler de ce qui concerne les inégalités dues a
Paplatissement terrestre ; en 'absence de nouveaux travaux sur ce
sujet, je me bornerai & renvoyer le lecteur au Tome 111 de la Méca-
nique céleste de Tisserand, pages 144 et suivantes.

FIN DE LA DEUXIEME PARTIE DU TOME II.
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Donner des phénoménes électriques une explication mécanique compléte,
réduisant les lois de la Physique aux principes fondamentaux de la Dyna-
mique, c’est 1a un probléme qui a tenté bien des chercheurs. N'est-ce pos
cependant une question un peu oiseuse et ol nos forces se consumeraient
en pure perte?

Si elle ne comportait qu'une seule solution, la possession de cette solu-
tion unique, qui serait la vérité, ne saurait étre payée trop cher. Mais il
n’en est pas ainsi : on arriverait sans doute & inventer un mécanisme
donnant une imitation plus ou moins Farfaite des phénoménes électrosta~
tiques et électrodynamiques. Mais, si 'on peut en Imaginer un, on pourra
en imaginer une infinité d’autres.

Il ne semble pas d’ailleurs gu’aucun d’entre eux s’impose jusqu’ici a
notre choix par sa simplicité. Dés lors, on ne voit pas bien pourquoi I'nvn
d’eux nous ferait, mieux gue les autres, pénétrer le secret de la nature. Ii
en résulte que tous ceux que l'on peut proposer ont je ne sais quel
caractére artificiel qui répugne 4 la raison...

S'il est oiseux de chercher 4 se représenter dans tous ses détails le
mécanisme des phénomeénes électriques, il est trés important, au contraire,
de montrer que ces phénoménes obéissent aux lois générales de la Mécu-
nique.
es lois, en effet, sont indépendantes du mécanisme particulier auquel
elles s‘apgliquent. Elles doivent se retrouver invariables & travers la
diversité des apparences. Si les J)hénoménes électriques y échappaient, on
gevralt renoncer 4 tout espoir d’explication mécanique. §’ils y obdissent,
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la possibilité de cette explication est certaine, et I’on n’est arrété que par
la difficulté de choisir entre toutes les solutions que le probléme comporte.
Mais comment nous assurons-nous de la conformité des lois de I'Elec-
trosiatique et de I'Electrodynamique avec les principes de la Dynamique ?
C’est par une série de comparaisons; quand nous voudrons analyser un
ghénoméne électrique, nous prendrons un ou deux phénoménes mécaniques
ien connus et nous chercherons 4 mettre en évidence leur parfait parallé~
lisme. Ce parallélisme nous sera ainsi un garant suffisant de la possibilité
d’une explication mécanique.
L’emploi de I'Analyse mathématique ne servirait qu'a montrer que ces
comparaisons ne sont pas seulement de grossiers rapprochements, mais
w’elles se poursuivent jusque dans les délails les plus précis. Les limites
e cet Quvrage ne me permettront pas d’aller aussi loin, et je devrai me
borner & une comparaison pour ainsi dire qualitative.
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